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UNITA’ di MISURA e VETTORI

Esercizio 1 (Unita di misura)

Cronometra il tempo che impieghi a leggere una pagina. Esprimi il risultato in ore, poi in minuti e infine in
secondi.

Sol.

Supponiamo che tu ci impieghi 2 minuti e 25 secondi. Per convertire questa durata in ore, o solo minuti, o
solo secondi, ricordiamo che i fattori di conversione sono:

1 ora = 60 minuti 1 minuto = 1/60 ore
1 minuto = 60 secondi 1 secondo = 1/60 minuti
Quindi, 2 minuti e 25 secondi sono
(2 +25/60) minuti = 2,417 minuti=(2 - 60+ 25) s = 145s.

Esercizio 2 (Unita di misura)

La Terra ruota su se stessa compiendo un giro in 24 ore. Di quanti gradi si sposta in un minuto? Esprimi il
risultato in gradi, poi in minuti d’arco e infine in secondi d’arco.

Sol.

Se la Terra ruota di 360° in 24 ore, in un minuto ; che & una frazione pari a 1/(24*60) di giorno ; ruotera di=

360°/(24*60)=0,25°

e, poiché: 1° =60’ 1’ = (1/60)° ; 1’ = 60”"; 1”’= (1/60)’
Avremo
0,25° =15 =900”

Esercizio 3 (Unita di misura)
Un certo orologio a pendolo (con un quadrante di 12 ore) anticipa 1 min/giorno . Dopo aver regolato
I’orologio al momento attuale, quanto tempo bisogna attendere affinché indichi di nuovo I'ora giusta?

Sol.: Il quadrante segna solo 12ore, cioé mezza giornata. Il numero dei minuti sul quadrante saranno: 1giorno
=(24-60)/2 = (1440/2) min = 720min. Saranno necessari pertanto 720giorni.

16/03/2012
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Esercizio 4 (Unita di misura)

LAntartide & di forma semicircolare, con raggio di 20004m. Lo spessore medio dello strato di ghiaccio che
lo ricopre & di 3000 m. Quanti centimetri cubi di ghiaccio contiene I"Antartide ? (Si trascuri la curvatura della

. |
T

3000 m
Terra).

Soluzione: Mondovendo considerars la curvatura della Terra, possiamo suppome la forma del solido come quella mostrata
infigura. llvolume di ogni solido a dus basi paraliele & dato dal prodotio della sua area di base per laltezza. Pertanto,
sapendo che 2000km = 2- 108 cm & 3000m =3 - 10° cm,:

7
a2 108 em)” -3 10 em
{ 2] 1o 107 om’

7
N =
V=Ap-h T-h

Esercizio 5 (Unita di misura)

Il chilogrammo campione ha la forma di un cilindro circolare retto con laltezza uguale al diametro. Dimo-
strare che, per un cilindro circolare di un defterminato volume, questa uguaglianza garantisce la minima
area superficiale, mndendo cosi minimi gli effetti di deterioramento superficiale.

A B

c

Soluzione: Per un cilindro circolare, se indichiame con AB = 2r, il suo volume sarda V = =r’ - h. La sua superficie totale
£ard Sy = 2ar - b+ 2o = 2ar (h r). Ora ricavando h dal volume & ka & sostitvendolo nella superficie, si ha
¥=="12mr ("—H—JJ 2 {"—Lﬁ} Per trovare la condizione di minima superficie, calcoliamo la derivata prima della
superficie rispetin 3l ragoio & uguaghamola a zen (gssumiamo il volume come costants assegnata).

¢ e — 2V — 2mrd
o e e
P

la frazione si annulla se si annulla il suo numeratore; ne segue che 4mr? = 2V, cicé V = 2nr?. Tale condizione =i
realizza per il ciindro circolare retio con A8 = BC, ciog con i = Zr; infatti in tale caso il volume sara ¥ = ar® - 2r
Znr’

Esercizio 6 (Unita di misura)

Le velocita massime in bm/h di diversi animali sono all'incirca le seguenti: (a) lumaca, 5- 10 :_: {b) ragno,
2; (e) uomao, 40, e (d) ghepardo, | 10. Comvertire questi dati in meiri al secondo.

Soluzioni: |l fattore di trasformazione da ’if + T in quante 1km = 1000m e 1h= 3600s. Si ha guindi vy,

: :’z-
30— 0014mys; e = o = 0565 v = g = 11 1mys; e = s = 30.56m5.

Esercizio 7 (Unita di misura)

Una persena a dista pud perdere fino a 2 3k alla settimana. Esprimere la perdita di massa in milligrammi
al secondo.

Soluzione: Sapendo che 1kg — 10%mg e che | sarimana — 7-24-3600s, 5i ha 2l me _ 3 gpme

E ]

16/03/2012
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Esercizio 8 (Unita di misura)

La densita del ferro & 7 .57 ¢/ o', & la massa di un atomo di ferro & 9.27 - 10-*k¢. Se gli atomi sono sferici

& ben impaceati (2) qual & il volume di un atomo di ferra?, & (F) qual & |a distarzs fra | centri di atomi
adiacenti 7

Caso {a): La densita & il rapporto tra la massa e il volume; si ha V ={r=%§= 118 - 10-2 ne?; il volume o

una sterad V = 22 da cui i ricava che r — /3. sostituendo i valor delle grandezze si ha r — yf 2110 2

1.41- lﬂ';?m; &i ricava che la distanza minima tra i due centri & uguale al diametro dell'atomeo par a de 2 =
282-107 m.

1.2 Vettori

Esercizio 9 (Calcolo vettoriale)

Si considerino due spostamenti, uno di modulo 3m e un altro di modulo 4m. Si mostri
in che modo si possono combinare i vettori spostamento per ottenere uno spostamento
risultante di modulo 7m, 1m, 5m.

Soluzione: Affrontando la somma di vettori, cioé la ricerca della risultante, dal punto di vista grafico, si
possono presentare i seguenti casi:

1. i due vettori sono paralleli e concordi (stesso verso): la somma & il vettore che ha la stessa direzione e lo stesso
verso del due vettori € modulo nguale alla somma dei due moduli

2. i due vettori sono paralleli e discordi (verso opposto): la somma @ il vettore che ha la stessa direzione dei due
vettorl il verso @ quello del vettore col modulo maggiore e il cui modulo & dato dalla differenza dei doe moduli

3. i due vettori non sono paralleli, ma haono in comune la coda (cioé il punto opposto alla freccia): la risultante & il
vettore che rappresenta la diagonale del parallelogramma che ha i due vettori dati come lati consecutivi

4. i due vettori non sono paralleli e tali che la coda dell’'uno coincida con la punta dell’altro: la risultante & il vettore
che unisce il due vettori dati a formare un triangolo.

Per quanto detto, & possibile pensare alle seguenti disposizioni:

1° caso: due vettori paralleli e concordi, poiché il vettore risultante ha modulo dato dalla somma dei due

4 3 3 |

7

2° caso: due vettori paralleli e discordi, la cui ha modulo dato dalla differenza dei due vettori

3° caso: idue vettori sono fra loro perpendicolari e la risultante @ la diagonale del rettangolo che i ha come lati:
infatti i numeri 3,4, 5 formano una terna pitagorica, cioé se 3 e 4 sono i cateti di un triangolo rettangolo,
allora la sua ipotenusa & 5.

16/03/2012
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Esercizio 10 (Calcolo vettoriale)

Una donna cammina per 250m in una direzione che forma un angolo di 30 verso est rispetto
al nord, poi per 175m direttamente verso est. (a) Usando sistemi grafici si trovi uno
spostamento finale dal punto di partenza. (b) si confronti il modulo del suo spostamento
con la distanza che ha percorso.

Caso (a): la somma pgrafica dei due vettori si ottiene completando il parallelogramma che ha come lati
consecutivi i due vettori, come mostrato in figura

Hoooo A E
: A T
: ! fam e
o p
250

o S
/ /

' o

o

'IIII s

Y

i

o

Caso (b): per caleolare il suo spostamento (ciog il vettore risultante) osserviamo che il triangolo OHA ¢ la
metd di un triangolo equilatern. Da questa osservazione si deduce che AH = % = 125m e quindi

BH = 300m. Inoltre OH ¢ 'altezza di tale triangolo, per cui OH = 125+/3m. Pertanto per trovare OB
possiamo applicare il teorema di Pitagora al triangolo OHB:

OB = v OH? + BH? = /46875 4 90000 = 370m

Come si pud osservare il modulo dello spostamento & minore della distanza effettivamente percorsa, ma
gquesto fatto & insito nella definizione di spostamento che viene calcolato considerando il punto iniziale e
finale e non il percorso intermedio effettivamente fatto.

dpercorsa = 425m spostamento = 37T0m
dif ferenza = 55m

L'angolo ZBOH = Mcm% =54

16/03/2012
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Esercizio 11 (Calcolo vettoriale)

Tre vettori, @, _E:-}, T ciascuno con un modulo di 50 unitia, giacciono sul piano xy e formano
angoli rispettivamente di 30, 195 e 315 con l'asse x. Trovare con metodo grafico i moduli
— —

e le direzioni dei vettori (a) @ + b + T, (b) @ — b + T e (c) un vettore d tale che

(¢+7)-(e+d)=0.

Caso (a): nel disegno sono riportate le direzioni dei vettori indicati e la loro somma.
il vettore in blu & la somma parziale tra a e ¢, mentre quello in rosso & la somma totale. (la somma di tre

vettori si esegue applicando la proprietd associativa).

B
El -
a0
15 B
b G
— # \‘\
— o -
A T
= .

Caso (b): l'operazione @ — B i esegue sommando al vettore T, U'opposto del vettore I3 (in verde in figura).

La somma eseguita graficamente & mostrata in figura

e,
I I,
a-p- "
T
J"‘—‘JI‘
a-btc e

Caso (¢): la rappresentazione grafica dell’espressione é data in figura

d oa+e B
dove il vettore d @ indicato in blu. La somma indicata nel testo risultera nulla

in gquanto i vettori risultanti da @+ b e 7 +E sono ugnali in modulo e direzione, ma opposti in verso.

16/03/2012
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Esercizio 12 (Calcolo vettoriale)

La componente x di un determinato vettore ¢ —25.0 unita e la componente y & +40.0 unita.
{a) Qual & il modulo del vettore? (b) Qual & I'angolo tra la direzione del vettore e il
semiasse positivo dell’asse =7

Caso (a): Questo esercizio chiede di rappresentare i vettori in un piano cartesiano e di usare come direzioni
di riferimento quelle dell’asse x (orizzontale) e dell’asse y (verticale). In tal modo le componenti rapp-
resentano le coordinate dell’estremo finale del vettore, se ha la «codas nell’origine del piano cartesiano.
[l modulo di un vettore & pertanto la lunghezza del segmento nel piano cartesiano ed ¢ ottenibile con la
classica formula della distanza (teorema di Pitagora)

AB = \/(rB —z4)" +(yB —va)”

Osservando la figura, nella quale ¢ rappresentato il vettore indicato

U]

- 10

£

In guesto caso

OA=T = ,/(_25 —0)* + (40 — 0)* = /625 + 1600 = 47.2u

Caso (b): 'angolo formato con il semiasse positivo delle z é ricavabile tramite la funzione inversa della tangente

40
= arct — | =122
o = arc M(—ES)

10
16/03/2012
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Esercizio 13 (Calcolo vettoriale)

Una persona desidera raggiungere un punto che si trova a 3.40km di distanza dalla sua
attuale posizione, in direzione 35.0 a nord-est. Ma questa persona & costretta a percorrere
strade orientate nord-sud o est-ovest. QQual é la lunghezza dell’itinerario minimo che essa

potrebbe percorrere per raggiungere la sua destinazione?

Nord
A
linea d'a}rjar"'- nord-sud
\ 35.0°
P a3t-avest H

Soluzione: Gli spostamenti est-ovest o nord-sud rappresentano le coordinate del punto A, supposto P come
origine. Il percorso minimo & quindi la somma dei segmenti PH ¢ AH.

d=AH + PH = 3.40(5in 35.0 + cos 35.0) = 4.Vdkm

16/03/2012
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Esercizio 14 (Calcolo vettoriale)

Un giocatore di golf riesce a mettere in buca in tre colpi. 1l primo colpo sposta la palla
12m werso nord, il secondo 6.0m wverso sud-est, e il terzo 3.0m verso sud-ovest. CQQuale
spostamento sarebbe stato necessario far compiere alla palla per piazzarla nella bueca al

primo tiro?

Soluzione: Osserviamo lafigura. triangoli C DB, FED sono rettangoli isosceli {metd di un quadrato), tenuto
conto delle direzioni indicate nei dati. Sapendo che la relazione tra lato e diagonale di un quadrato &

d

=7

gi ha 8
BD=—=4.2
7 m
analogamente
ED= i =2,1m

i ha quindi
BE=GF=4,2-21=21m

inolire CG=CB+BG=BD+ED=424+21=63m
Pertanto
AG=12-6,3=5Tm

possiamo ora caleolare il modulo del vettore spostamento AF,

AF =AG? 1 GF2=+/5,72+ 2,12 = 6m

B
La direzione si pud calcolare rispetto alla direzione nord, calcolando angolo GAF

. GF 2,1
GAF = arctanﬁ = arctanﬁs—? =20,2

16/03/2012
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Esercizio 15 (Calcolo vettoriale)

Due vettori di lunghezza a ¢ b formano un angolo  compreso fra le loro direzioni quan-

do hanno in comune la coda, Si dimostri, ricavando loe componenti lungo due assi
perpendicolari, che la lunghezza della loro somma & r = va? + [ %Ema.

Soluzione: prendiamo come riferimento Ia figura sopra. Indichiamo con a 'angolo tra il vettore a e 'asse z

G, = acma
ay, = asina

Analogamente, 'angolo tra il vettore be 'asse x, sarh a4+ 0

b, = beos{a+#)
by = bsin(a+98)

Di conseguenza, essondo (a +b), =ay + by ¢ (a4 b)' = ay + by, si otticne

(a+b), = acosa+boos(a+0)
(a+b), = asina+ bsin(o+8)

Calcaliamo ora il modulo del vettore risultante
la+b) = ,/(o+b)3 +a+b)) =
= Jaicos?a + b2 cos? (a + 0) + 2abcosa cos (a + 0) +
\/+n’uin’o + U cos? (o + 0) + 2absina xin (o + §) =
Va? + 2 + 2ab[cos acos (o + 8) + smasn (a +0)] =
Va2 + 17 + 2beos(a -a —0) =

= a? 4 12 4+ 2boos (0)

Esercizio 16 (Calcolo vettoriale)

Un vettore @ ha modulo 2.5m ed é rivolto a nord. Quali sono modulo e direzione dei

vettori 4.0@ e —3.0a

Soluzione: Ul prodotto di un vettore per uno scalare rappresenta un multiplo del vettore assegnato, che modifica
solo il proprio modulo, lasciando invariate direzione e verso: i moduli risultano guindi

a; =4.0-25m =10.0m
ag =—-3.0-25m=-T.5m

i versi saranno nord per a; e sud per ap.
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Esercizio 16 (Calcolo vettoriale)
- -
Dati i due vettori u=(1,0,-1) e v=(2,4, 3);
1)Calcolarne il prodotto scalare e vettoriale .
2)Trovare I’angolo compreso tra i 2 vettori.
Soluzione 1) .
uv=u v, +u, v +u,v,=2-3=-1

gkl
Uxv=|1 0 -1|=4/-5/j+4k—UxVv=(4,-5,4)
2 4 3
Soluzione 2) |I«f|=\'{m=\f§

[W=v22+4%+3°=129

- v=|t]|Vcos a— cosa=2Y =%—>a=arccos_—_l= 82.4°
|é|v] Vss /58
Esercizio 17 (Calcolo vettoriale)
V=it j+k
Dati i vettori A Determinare un terzo vettore complanare

V,=2j—k

Per prima cosa. facendo il prodotto vettoriale, possiamo ricavare il vettore ortogonale al
piano dei primi due.

PGk . _ |
W= ATl 1 1|==3i+j+2k-|W|=\0r 1+ a=Td-W=2 =L 374+ 5428
02 -1 Wl V14

A guesto punto il vettore che cerchiamo deve essere ortogonale a questo appena trovato, quindi
deve essere nullo il loro prodotto scalare.

Sia 1}'3:_): i+yj+ 7k il vettore generico, il prodotto scalare sara: I'f-i:"f3= —3x+y+2z=0

Quest' ultima relazione lascia liberta di scelta su almeno 2 dei 3 coefficenti, possiamo porre ad

esempio:
- W
=2 - W 7,
y=0 —> Vv;=2i+3k
z=3
"-"3
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Esercizio 18 (Calcolo vettoriale)

Vi=i++k

Nell'esercizio precedente abbiamo gia calcolato il loro prodotto vettore. Sfruttiamo questa
informazione per determinare il seno dell'angolo:

Dati i vettori Determinare I'angolo che formanao.

W=v ATy==31+ )42k -|W|=W=vo+1+4=V14

P s A
I moduli dei due vettori valgono: WEVIATHT =Y

_

. W14

Ora dalla definizione di prodotto vettore ricaviamo il seno: sinfl= o T2
1%2

Questa informazione non &' sufficiente per determinare univocamente I'angolo cercato

poiché y
. - \

sin 0= sin | m—6| T8

Che graficamente si esprime g
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CINEMATICA

Esercizio19 (Cinematica)

La velocita lineare scalare v di un punto materiale in funzione della distanza percorsa s & data da

V(S) =V, —bS con vo= 4 m/s e b= 5 s™. determinare la distanza percorsa all’'istante t=0,2 s.

SOL.- as =V, —bs, ds
dt v, —bs

Vv
= dt, che integrata fornisce S(t) = FO (1-e™)=0,51m.

Esercizio 20 (Cinematica)

.....

all’orizzontale. Calcolare il raggio di curvatura della traiettoria quando raggiunge il punto pilu alto della

traiettoria.

SOL.- Siatyl'istante in cui il punto raggiunge il vertice della traiettoria parabolica
a= (arz + an2 ) %= ( (dV/dt (t=tv) )2 + ( VZ/P (t=tv) )2 ) %

=g=(VvCos0)’/p =p=25m

Esercizio 21 (Cinematica)

Un punto descrive un moto lineare armonico con periodo T= 4,4 s, si trova all’istante t= 0 in x(0)= 0,28 m con
velocita v(0)= -2,5 m/s. Scrivere I'equazione oraria del moto e calcolare i valori massimi della velocita e

dell’accelerazione.
2
SOL.- La forma generale dell’equazione oraria & X(t) = ASen(?t+¢), da cui si ha: Asen¢g=0,28 m,

wACOSP=-25 m/s, da cui ¢= 170.9°= 2,98 rad e A= 1,77 m. Pertanto I'equazione oraria é:
x(t) :1,77sen(L43t + 2,98). | valori massimi della velocita e dell’accelerazione sono: V,,, = @A = 2,53 m/se

a,, =0 A=3,62m/s?.
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Esercizio 22 (Cinematica)

A partire dalla posizione di mezzogiorno, determinare le posizioni angolari in cui le lancette delle ore e dei minuti

VeNgono a sovrapporsi.

SOL.- L'equazione oraria della lancetta delle ore &: O(t)=w,t. Quella della lancetta dei minuti é:
0(t) = ot + N2, con n=1, 2, 3, ..., con @, =12-®,,,. Dalle precedenti si ottiene 8, =2m/11, cioe

0, =327°, 6, =654°,

Esercizio 23 (Cinematica)

Un punto materiale, inizialmente fermo, si muove su una traiettoria circolare di raggio R= 20 m con

un’accelerazione angolare ® = 2 rad/s’. Determinare il modulo dell’accelerazione lineare all’istante t*=1s.

SOL.- Il modulo dell’accelerazione vale

2 ey ) 2 e or2 )2
a=.a’+a’ = (O'JR)Zj{#Rt)j = ((bR)ZJ{@J = 89,44 m/s?.

n

Esercizio 24 (Cinematica)

Assumendo la velocita di propagazione del suono in aria € V, =340 m/s determinare la profondita di un pozzo

.....

passano t= 4,8 s. Per il moto del sasso si trascuri la resistenza dell’aria.

SOL.- lintervallo ditempo é t =,/2H /g + H /v, da cui H=99,5m.

Esercizio 25 (Cinematica)

Due autoveicoli partono da fermi con un intervallo At= 1 min e si muovono con la stessa accelerazione a=0,4

m/s2. Dopo quanto tempo dalla partenza del primo autoveicolo la loro mutua distanza & As= 4,2 km?

17
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SOL- Le distanze percorse dai due autoveicoli sono S, =at’/2, s, =a(t—At)*/2. Per differenza

S, —S, = AS = aAt(t — At/ 2) da cui si ottiene t = AS/(aAt) + At/2 = 205 s.

Esercizio 26 (Cinematica)

Due proiettili sono lanciati con velocita iniziali uguali in modulo e alzi di 15° e 30° rispettivamente.

Determinare il rapporto tra le altezze massime raggiunte dai due proiettili

SOL.- L’'altezza massima raggiunta & proporzionale al quadrato della componente verticale della velocita
02

oo hsintay

iniziale, sicché — = ——

- =0,27.
, sin“a,

Esercizio 27 (Cinematica)

Se due punti materiali si muovono di moto rettilineo uniforme I'uno verso l'altro la loro distanza diminuisce
di Ax;=16 m ogni At;=10 s. Se essi si muovono con le stesse velocita ma nello stesso verso la loro distanza

aumenta di Ax,=3 m ogni At,=5 s. Determinare le velocita dei punti materiali.

SOL.- Le velocita relative nei due casi sono: V, =V, +V, = A /At, V, =V, —V, = AX,/ At,. Da tali

relazioni si ottiene v, = (V; +V,)/2=1,1m/s, v, = (V, -V,)/2=0,5m/s.

Esercizio 28 (Cinematica)

Due corpi puntiformi sono lanciati verticalmente verso I’alto da fermi: il primo con velocita iniziale vo= 5 m/s,
il secondo corpo con velocita iniziale vo/2 e 1= 3 s dopo il primo. Determinare direzione e modulo della
velocita relativa del secondo corpo rispetto al primo per t>t.

SOL.- La velocita assoluta del primo corpo rispetto a un riferimento fisso solidale con la terra &

V,
V, =V, —gt; quella del secondo é: Vv, = EO —g(t —1). La velocita relativa del secondo rispetto al primo &:

V
Vig =V, =V, = —EO + 0t = 26,93 m/s ed e diretta verso lalto.

rel
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Esercizio 29 (Cinematica)

Un punto materiale € posto in quiete su un piano inclinato di alzo o= 30°. Quale accelerazione orizzontale
occorre impartire al piano affinché il punto cada liberamente rimanendo sempre in contatto con il piano

stesso?

SOL.- In caduta libera il punto si muove con Yy = gt2 /2, mentre il piano si muove con X =at®/2. Affinché

vi sia contatto Y = Xtana., che derivata due volte dd g =atana, cioe a=g/tana= 17 m/s2.

Esercizio 30 (Cinematica)

.....

seconda pallina ha iniziato la caduta la distanza tra le due e di 50 m, si determini il ritardo con il quale € partita

la seconda pallina rispetto alla prima.

SOL.- Se x; ed x; rappresentano lo spazio percorso dalla pallina 1 e dalla 2, orientando I'asse x concordemente

1
alla accelerazione di gravita e ponendo ti=t,+At, si ottiene d=X1—X2=§gAt(2t2+At);

At =—t, +/t>+2d /g =1,12 5

Esercizio 31 (Cinematica)

Su una piattaforma circolare orizzontale, inizialmente ferma e poi rotante ad accelerazione angolare costante
®=0,1rad/s?intorno al proprio asse verticale fisso, un punto materiale P si muove a velocita relativa costante
vre=0,5 m/s lungo una traiettoria radiale, essendo all'istante iniziale nel centro della piattaforma.
Determinare il modulo dell'accelerazione lineare posseduta da P all'istante t*=10 s rispetto a un osservatore

fisso esterno alla piattaforma.

SOL.- Dalla legge di composizione delle accelerazioni nei moti relativi: @, = 85 + 8, + 8, + ac,,, €ssendo

ao=0 (il centro O della piattaforma & fermo), @.=0 perché v=cost, &, =®O*(@Xr)+axr,

Acor = 20XV, . || modulo dell'accelerazione lineare assoluta & a,, = \/(mzr)z +(0r + 20V, )? =5,2

*

m/s?, essendo @ =0t , r=v _t".

rel
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Esercizio 32 (Cinematica)

Un corpo puntiforme si muove lungo

é : ) > 10 min
una certa traiettoria sulla quale é fis- (m) 20 min
sato un sistema di ascisse curvilinee s. 1200 m 25 min

Il grafico della legge oraria, s = s5(¢),
relativo all’intervallo di tempo (zp =

0,7 = 25min) e rappresentato in fi-
gura. Si deducano dal grafico le carat-
teristiche del moto nell’intervallo di
tempo considerato e si determinino i
corrispondenti valori medi della velo-

v

2 ¥ t (min)

PROBLEMA 1-1

cita scalare del corpo, del modulo della velocita scalare e dell’accelerazione scalare.

La posizione occupata dal corpo al generico istante ¢ ¢ individuata dal valore s(r) dell’a-
scissa curvilinea. Come si vede dal grafico, all’istante 1, il corpo si trova nell’origine delle
ascisse curvilinee. Dall’istante 7y a quello #; I’ascissa s(t) varia linearmente col tempo e il
moto del corpo ¢ uniforme: la velocita scalare resta misurata dal coefficiente angolare del
corrispondente tratto rettilineo del grafico e risulta

s(ty) — s(t .
1= M =120m/min = 2m/s.
i —ipy
Il fatto che la velocita scalare sia positiva indica che il corpo si muove nel verso positivo delle

ascisse curvilinee.

Dall’istante #; a quello 7, I’ascissa curvilinea resta costante: il corpo mantiene inalterata la
sua posizione e quindi la velocita scalare v, & nulla.

All’istante 1, il corpo si rimette in movimento nel verso opposto rispetto a quello nell’inter-
vallo di tempo (1, 1) e la velocita scalare fino al tempo 7 &

s(t) —s(h)
= ——7">"=

—240m/min = —4m/s.
T— 1D,

All'istante 7 il corpo si ritrova nell’origine delle ascisse. Per definizione di velocita scalare, si

ha
s(t) — s(t) B

T —1p
mentre il valore medio del modulo della velocita scalare &

bl (t1 —to)lv1| + (2 — t1t)lv2| + (-0l _ O i <= T.6nk.
T—1

v (fo, T) = 0,

Alternativamente:

spazio totale percorso 2400 m
tempo impiegato 25 min

|vm| = =96 m/min.
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Infine, ’accelerazione scalare media risulta:

() —vl0) _ V3T _ 44 4mn/min® = —4 x 103 m/s%,
T—1 T =1

an(ty, ©) =

Si noti che, come conseguenza del grafico dato in figura, all’istante #; la velocita passa da
un valore finito al valore zero in un intervallo di tempo nullo. Questo nella pratica non
pud verificarsi, cosicché nel grafico lo spigolo all’istante 7; (e analogamente all’istante 1,)
dovrebbe essere sostituito da un piccolo tratto curvo, con lunghezza e curvatura dipendenti
dalla durata del tempo di accelerazione.
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Esercizio 33 (Cinematica)

Un veicolo inizialmente fermo si mette in movimento su un lungo rettilineo con accelerazione
costante di modulo a; = 900 km/ b, Dopo un intervallo di tempo 7; = 4 min I’accelerazione
si annulla bruscamente e il moto del veicolo resta uniforme per un intervallo di tempo 7, =
10 min, dopodiché il veicolo comincia a rallentare con accelerazione costante di moduo a; =
1800 km/h?. Si calcoli:

a) Pintervallo di tempo 73 impiegato dal veicolo per fermarsi e lo spazio totale percorso dal
veicolo;

b) la velocita scalare media v,, e I’accelerazione scalare media a,, del veicolo sull’intero
percorso.

Si consideri lungo il percorso del veicolo un sistema di ascisse s orientato nel verso di moto
del veicolo; se a indica ’accelerazione scalare costante, la velocita scalare v e I’ascissa s della
posizione occupata sono espresse in funzione del tempo dalle relazioni

1
v=1yg+at, s:so+vot—+—§at2

dove vy € 59 sono, rispettivamente, la velocita e I’ascissa della posizione all’istante t = 0.
Infatti:

d
a:d—f = /dv—/adt =5 v=1+at, (1)

d 1
- = /ds—/ vdt = s = 5o + vot + —at?. (2)
dr 0 2

L’accelerazione del veicolo vale
a per0<t§rl; 0 perTy <t S T+ 1T @ PpPer7+vw <t <t-+13.

Dalle equazioni (1) e (2) si ricava (vp = 0, sy = 0)

v=uat, v=ain,
1 perl <t < v, 1 perti <t<t1+1,
§ = §a1t2, S= Ealrlz-l—aln(t—tl),
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mentre, per vy + 1 <t <11 + 172 + 13, 51 ha

v=a1t — at — (11 + )],

- 1 2
$ = a1 +ann+anlt—(n+n)] - Eaz[t - (1 + n)]°.

a) All'istante t+ = 11 + 1 + 13 la velocita del veicolo si annulla, quindi dalla penultima
equazione segue
a ;
aim —apr3 =0, r3=—11'1=2m1n=1205.
a

Lo spazio percorso complessivamente dal veicolo risulta:
1 .2 1 3. B 4
s(13) = Ealtl +atin+atiy — 2a2r3 =13km =13 x 10" m.

b) Nell'intervallo di tempo (0, 71) la velocita scalare varia linearmente col tempo e, poiché
all’istante iniziale € nulla, il suo valore medio in tale intervallo di tempo ¢ v(ry)/2; nell’inter-
vallo di tempo (71, 71 + 72) la velocita resta costante; infine, nell’ultimo intervallo di tempo
di ampiezza t3, la velocita diminuisce linearmente col tempo fino ad annullarsi, cosicché il
corrispondente valore medio & v(r)/2. La velocita media sull’intero percorso & allora:

11v(11)/2 + 12v(11) + T30(71) /2

I = 48.75km/h.
n+n+n
L’accelerazione media vale
t1a1 — t13ay e
T ntntn

risultato ovvio perché all’inizio e alla fine il veicolo possiede la stessa velocita (nulla).
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Esercizio 34 (Cinematica)

Un’automobile in moto con velocita di modulo vy comincia a frenare e, muovendosi di moto

rettilineo, si arresta in uno spazio /. Si determini Paccelerazione scalare media a, di frena-
mento nei tre casi seguenti:

~ a) Paccelerazione scalare ha valore A costante nel tempo;
b) Paccelerazione dipende dalla velocita scalare con la legge a = b(v + vp);

c) Paccelerazione varia linearmente nel tempo, a = y1.

Lungo la traiettoria dell’automobile si consideri un sistema di ascisse s, con l'origine nella
posizione occupata dal centro dell’automobile al tempo ¢ = 0, istante d’inizio della frenata;
il verso positivo delle ascisse coincida con quello di moto dell’automobile. Dalle relazioni

dv =adt, ds =wvdt,
si possono ricavare le risposte desiderate nei tre casi in esame.

a)

v t
/dv:/Adt = v =1+ At,
vo 0

s t 1
/ dS=/(v0+At)dt = s=uwt+ AR
0 0 2

Dalla prima delle due precedenti equazioni segue che la velocita dell’automobile si annulla
all’istante #; = —vo/A e corrispondentemente, per la seconda delle equazioni, lo spazio di
frenata risulta

1 v2 v2 V2
l=voh+ A =—-24 0 =20
Wt gk ==y TeA T A
e quindi
/)
)
m=A=—=2.
. 2
b)
v d t
dv =b(v + vp) dt, / S bdt,
vw V+ v 0
log, rain = bt, v=v9Re? —1);
2vg
) t 2
/ ds:/ w@e —1dr, = s= ek 1) —wut.
0 0 b
La velocita si annulla all’istante t; = —(log,, 2)/b, cosicché lo spazio di frenata ¢
2v9 1 vo
| = T(eb" —1) —vot1 = —vo (11 + E) = ?(loge 2-1).
Si ricava cosi:
llog, 2

vo
b="0p, 2 13, o CRREE
g W 2~1s BE L ep D)

A E_vgl—loge2

am

At o 1 log.2
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c)

v 1 1
dv_—_/ytdt = v=vo+§)/f2~
)

vo (
S t 1 ) 1 3
/ ds:f(v()—i——yt ) dt => s:vot+8yt :
0 0 2
Di conseguenza, la velocita si annulla all’istante t; = v/—2vo/y, quindi:

1 5 8v8
l=vof1+5V’1—\/ 9y

In conclusione, si ha:

83 _ 3 __m_ %%
y:—g[i. “——2_1)_()' am = f = 3l

Esercizio 35 (Cinematica)

Un punto materiale si muove su una circonferenza di raggio » = 1 m con moto uniformemente
accelerato. Negli intervalli di tempo (1) = 0,1, = 1s) e (to = 0, r, = 2s) il punto percorre gli
spazi C; = 0.15m e C; = 0.4 m, rispettivamente. Si calcoli:

a) Paccelerazione tangenziale ar e la velocita scalare v all’istante 1 = 0;

b) il valore medio v,, del modulo della velocita e quello a;,, del modulo dell’accelerazione
tangenziale nell’intervallo di tempo (10 = 0, 12 = 25);

¢) la velocita angolare o e il modulo dell’accelerazione a all’istante 7,.

a) Si consideri lungo la circonferenza un sistema di ascisse curvilinee s con origine nella
posizione occupata dal punto all’istante 1 = 0 e verso concorde a quello del moto del punto.
Poiché il moto & uniformemente accelerato, all’istante ¢ valgono le relazioni

1
v(@®) =w+art, s@t)=vot+ Earrz :
Si hanno le condizioni
s(t) = vot + Sart} = C; =0.15m,

s(th) = votr + %artzz =Cy;=04m,

dalle quali segue
ar = 0.1 m/sz. vo = 0.1 m/s.
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b) 11 valore medio v,, del modulo della velocita nell’intervallo di tempo (o = 0,72 = 25)

risulta . e
0 per
o SRATD PO =0.2m/s.
tempo 1impiegato

m

Per I’accelerazione tangenziale si ha:

v() —vo _ (art2 +vo) — Vo
5 Rl 1 o —1H

=ar = 0.1m/s?.

arm =

Dato che il moto avviene con accelerazione tangenziale costante ar, ’accelerazione media
arm coincide con ar.

c) All'istante r; =2 s risulta

v(t2) = 0,3 rad/s.

v(t) = arty + vo = 0.3m/s, w(h) =

1l vettore @ ha direzione normale al piano del moto e verso tale che una persona disposta
parallelamente a ® vede il punto muoversi in verso antiorario. Si ha, inoltre,

vi (1)

ac = accelerazione centripeta = =0.09m/s",

e quindi

la| = y/a% + a2 = 0.13m/s.

Esercizio 36 (Cinematica)

Un punto materiale A viene lasciato cadere con velocita nulla da un’altezza dal suolo /1, =
45 m; contemporaneamente, un punto materiale B, situato sulla verticale passante per A ad

altezza h = 21 m, viene lanciato verso I’alto con velocita di modulo v. Si calcoli, trascurando
la resistenza dell’aria:

a) il valore minimo v di vy per il quale A e B si urtano prima di giungere al suolo;
b) la velocita con la quale si urtano i due punti materiali quando vy > v;

c) il valore di v per cui A e B si incontrano alla quota - = 40 m.
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le posizioni di A e B al tempo ¢ sono rispettivamente

1 1
zAa)=hA-§m2, z30)=h34-mt—§gﬁ,

essendo r = 0 l'istante di inizio del moto e g il modulo dell’accelerazione di gravita. La
distanza d(¢) tra i due punti risulta

d(t) = za(t) —zp(t) = ha — hp — vot,

e quindi l'istante #; in cui A e B si urtano ¢

_ha—hp
==

n

Il risultato precedente ha significato se I’'urto avviene prima che i due punti giungano al suolo:
affinché cio si verifichi #; deve essere inferiore al tempo 7, = /2h4/g impiegato da A per
arrivare al suolo. Dalla condizione #; < 1, si ottiene
ha—hg
V2halg

Nel caso vy = vj 'urto avviene al livello del suolo dove A e B arrivano contemporaneamente.

vp > vy = =8m/s.

b) Le velocita dei due punti valgono, rispettivamente,

dza() _ _ dzp(@)

va(t) = =vp—gt,

percio la velocita di un punto rispetto all’altro ¢ costante nel tempo con modulo uguale a vo.
Quando vy > v la velocita relativa di urto € appunto vy.

¢) Il punto A passa alla quota & all’istante

2(ha—h
tC:/(A C):ls,
8

e, corrispondentemente, la quota di B risulta

1 2ha— b
ZB(tC)=h3+v0tc_zgtg‘zhﬂ_hA'f'hc-i-vo\/@'

Se si vuole che I'urto avvenga alla quota h¢ deve essere zg(tc) = hc e da questa condizione

segue:
. hA e=s hB

Ic

) =24 m/s.

27



Universita degli Studi di Roma "Tor Vergata" — Facolta di Medicina e Chirurgia
Corso di Laurea di Ortoottica

Esercizio 37 (Cinematica)

Una persona sale delle scale a chiocciola partendo dal
piano di terra all’istante 1 = (. La persona si mantiene
a distanza costante » = 2 m dall’asse centrale delle scale
e ogni secondo sale uno scalino alto # = 20cm e pro-
fondo d = 20cm. Per studiare il moto della persona si
adoperi:

a) un sistema di coordinate cartesiane ortogonali;
b) un sistema di coordinate cilindriche.

Si ricavino nei due casi le equazioni della traiettoria, la

legge oraria e le componenti della velocita in funzione
del tempo. PROBLEMA 1-27

a) Si consideri un sistema di coordinate cartesiane con I'asse z coincidente con I’asse centrale
delle scale e orientato verso I'alto e I'asse x nel piano di terra e passante per la posizione
occupata dalla persona all’istante r = 0 (v. figura). La proiezione della persona sull’asse z
si sposta con velocita costante v, = 20cm/s, la proiezione sul piano xy si muove di moto
circolare uniforme con velocita vyy = 20cm/s e velocita angolare o = vyy/r =0.1rad/s. La
traiettoria della persona & quindi un’elica cilindrica di passo costante p =4nm. Le coordinate
della posizione della persona variano nel tempo con le leggi

x(t) =rcoswt, )’(T) = 1 SEN L Z(t)= v:t,

e le equazioni della traiettoria sono

wz wz
X =rcos—, y=rsen—.
v, v,

Z 2

Le componenti della velocita risultano

dx dy
V() = — = —vy, senwt, vy(2) = s = Uyy COS WL, v;(t) = vy,

dr
v= /v + 02402 =20v/2cm/s = 0.28m/s.

I modulo della velocita & costante nel tempo percio, considerato lungo la traiettoria un
sistema di ascisse curvilinee s con origine nella posizione iniziale della persona, si ha s () = vr.

b) Gli assi z e x della precedente terna cartesiana siano I’asse z e I'asse di riferimento per la
latitudine ¢ del sistema di coordinate cilindriche P, 9, z. Siha

p@t) = r, o(t) = ot, 2(t) = v,t,
vp(t) =0, vu(t) = Uxy , V(1) = v,
e le equazioni della traiettoria sono
wz
p =r, (p = —_—,
U,
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Esercizio 38 (Cinematica)

Un treno in moto rettilineo uniforme con velocita di modulo vy = 90 km /h rallenta brusca-
mente con decelerazione costante di modulo A = 2m/s: come conseguenza, una valigia,
posata in bilico sul portapacchi, cade e finisce sul pavimento del treno. Si determini la tra-
iettoria descritta dalla valigia come appare a un osservatore O fermo a terra e a uno O’ sul
treno.

Si consideri un sistema di riferimento 4#
S solidale a terra, con I'asse x nella '
direzione di moto del treno e I'asse y
diretto verso I'alto, e un sistema $’ so- ;
lidale al treno, con gli assi x’, y’ paral- :
leli ai due assi precedenti (v. figura). '
La velocita v della valigia nel sistema
S ¢ legata alla velocita v’ nel sistema
S’ dalla relazione:

v=vV +v,, (1)

dove v;, = vy & la velocita di trascinamento. Poiché il moto relativo dei due sistem
traslatorio, una relazione analoga vale tra le accelerazioni

a=a +a,, i

con a, = A. Durante la caduta la valigia conserva lungo I’asse x la velocita iniziale vy ¢
treno (non essendo pitl a contatto con le pareti del treno, non risente ulteriormente de
frenata), mentre il suo moto lungo I’asse y & naturalmente accelerato. Quindi nel sistema
riferimento §, considerando I'asse y passante per la posizione occupata dalla valigia all’istan
t = 0 in cui inizia la frenata, le coordinate della valigia risultano

1
x = vpt, y=h—§gt2,

dove h rappresenta Ialtezza del portapacchi dal suolo. Si ricava:

L'osservatore O vede quindi descrivere dalla valigia un arco di parabola: ilmoto si interrompg
quando la valigia raggiunge il pavimento del treno.

Nel sistema di riferimento S’ la velocita della valigia all’istante r = 0 & zero, mentre I’accele-
razione, come si deduce dalla (2), ¢ a’ = g — A. Da quest’ultima relazione si ricava:

d2xl £ b d2y/ 3
dr? y dr? i
= %Atz, y’:—%gtz-}—h,
e quindi
y =h- gy,
A

L'osservatore O’ vede descrivere dalla valigia una traiettoria rettilinea.
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Esercizio 39 (Cinematica)

Un carro si muove su un piano orizzontale con moto rettilineo uniforme e modulo della
velocita V = 50.4km/h. Allinterno del carro, ad altezza 4 = 1.8 m dal pavimento, una
pallina viene lanciata in direzione orizzontale, verso opposto a quello di moto del carro e
velocita relativa al carro di modulo |vo| = 6 m/s. Si calcoli:

a) la velocita assoluta (cioe rispetto a terra) v, della pallina al momento del lancio;

b) il tempo t impiegato dalla pallina per arrivare sul pavimento del carro e le gittate relativa
G e assoluta G 4;

c) imoduli delle velocita assoluta e relativa della pallina allistante di urto sul pavimento del
carro e gli angoli ¢, e i che dette velocita formano con I’orizzontale.

(Si wsi il valore approssimato ¢ = 10 m/s’.)

Si consideri un sistema di riferimento cartesiano con I’asse x diretto e orientato secondo il
moto delcarroeI'asse y diretto versoI'alto. Siar = Ol'istante dilancio della pallina.

a) Dalla relazione v4 = vp + v,, tra la velocita assoluta, la velocita relativa e quella di
trascinamento, applicata all'istante di lancio, segue

va=—-vp+V =8my/s,

quindi rispetto a terra la pallina si muove concordemente al carro ma con velocita minore.

b) La pallina cade con accelerazione g e la componente verticale della velocita iniziale &
nulla, percio:
2h
r=f— =10.68.
8
Durante la caduta la proiezione sull’asse x della posizione della pallina si muove con velocita
costante, quindi

GR=U()'L'=—3.6m. GAZU,\T=4,8[TI.
Si noti che la differenza tra la gittata assoluta e quella relativa ¢ lo spazio percorso dal carro
nel tempo 7.

¢) All'istante ¢ di arrivo della pallina sul pavimento, le componenti secondo gli assi x e y
della velocita assoluta v4 () e della velocita relativa vg(t) sono:

vax () = 8m/s, vay(r) = —gr = —6m/s,
VR (T) = —6m/s, VRy(T) = vay(r) = —6m/s.
Pertanto:
va(r) = Jvi,(¥)+5,(x) =10mys,
vR(?) = [k (¥) + v}, (1) = 64/2m/s,
Vay(T) 3
= : =—-, =:323°,
tan gy — i DA
Mgy = ot o = 225°.

VRx(T) s
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Esercizio 40 (Cinematica)

Una piattaforma ruota con velocita angolare co-
stante o intorno a un asse centrale verticale. Al-
Pistante 1 = 0, una pallina viene lanciata orizzon-
talmente con velocita v, dal centro della piatta-
forma; Pattrito che la pallina incontra ¢ trascura-
bile, cosicché essa si muove rispetto a terra di moto
rettilineo uniforme con velocita vj. Si determini
Paccelerazione della pallina, a un generico istante,
rispetto a un riferimento solidale alla piattaforma.

Si consideri un sistema di riferimento (X, Y) soli-
dale al piano della piattaforma, con I'origine nel
centro della piattaforma e con I'asse X che all’i-
stante ¢ = 0 di lancio della pallina & parallelo e concorde a vo. All'istante r 'asse X forma un



Universita degli Studi di Roma "Tor Vergata" — Facolta di Medicina e Chirurgia
Corso di Laurea di Ortoottica

angolo 6 = wt con la direzione di vy (v. figura). Le coordinate X, Y della pallina che, rispetto
a terra, ha percorso un tratto di lunghezza vz, sono quindi

X = vpt cos wt , Y = —vpt senwt .

Derivando rispetto al tempo queste due equazioni si ha:

dx

— = YpCosSw! — vywt sen wt ,
dr

dy

E = —VpSen wt — vowt COS wt ;

derivando ulteriormente si ottengono le componenti dell’accelerazione relativa

d’x 5
E = —2vpw sen wt — vow*t cos wt ,
2 -
dy
az = —2vgw cos wt + vow?t sen wt ,

e quindi il modulo dell’accelerazione relativa risulta:

drz ) "\

2 2
Px d’y
ar = < ) + ( ) = vowv4 + 0?12 .

Come verifica, risolviamo nuovamente il problema utilizzando la relazione a A = ag-+a, +ac,

tral’accelerazione assoluta, I’accelerazione relativa, I'accelerazione di trascinamento e quella
di Coriolis.

Laccelerazione di trascinamento ¢ I'accelerazione del punto della piattaforma nella posizione
in cui si trova la pallina, cioe & I'accelerazione centripeta

a, = —’r = —a)z(Xl + YD),

dove I e J sono i versori degli assi X e Y, rispettivamente. L’accelerazione di Coriolis &
ac, = 20 X Vg, pertanto:

aA:aR—w2r+2(nva.

Tenuto conto che a, = 0, si ritrovano facilmente le (1).
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Esercizio 41 (Cinematica)

- - 5 consideri il seguente grafice orario spazio-tempo. Per ogni fraffo si deducano tutte le
informazioni possibili. 5i calcoli la velocita istantanea nel punte M, la velocita mediatrad e Ce
su tuite il percorso.

spazio (m)

an

RISPOSTA:
0A)
Il grafico orano € una retta quindi 11 moto € rettilinec uniforme. La velocita € costante m tuth 1 punt
e 1l suo valore lo 51 ottiene dal rapporto fra le coordmate del punto A
v=A3 /A =10m/3s5=333m's
Tale valore é il coefficiente angolare della retta passante perO e A
AB)

Eipetendo 1l ragionamento di cul sopra, s1 oftiene che la velocita nel tratto AB € nulla. Infatti 1l
valore delle spazio 5 percorse rimane costante in futto 1 mtervallo di tempo tra 3 e 5 secondi.

BC)

Il grafico orano € un ramo di parabola. 11 mote € allora rettilineo uniformemente accelerato e la
velocita cambia module in ogni punto. Posso calcolame il valore medio, considerando il segmento
che umisce 1punfi B e C.

Vomedia = (30-100m /(7 -3 s=10m's

Pe determinare la velocita istantanea in M mi niconduce al calcolo della velocita media tra M ed um
punte immediatamente vicino. Per valon di At che tendonoe a zero questi due punt tenderanno a
coincidere, e la retta passante per essi si avvicinera sempre piu alla retta tangente alla curva in M.
Tuthi 1 tnangel rettangeli che hanmo un vertice in M e I'ipotenmsa coincidente con la direzione di
tale retta tangente, sono simili. Il rapporto tra due catet & costante e ugnale al valore cercato della
velocita 1stantanea. Considero, allora, une di questi inangoli simili che sia sufficientemente grande
& che mi renda agevole 1l conto:

vim = ASAt= (25-0mi9-33=25/6ms=4.1Tm's

CcD)
L'oggzetto & fermo.
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DE)
Il grafico orano € un arco di parabola. Il moto € rethlineo uniformemente accelerato con velocita
negativa. L oggetto toma verso | 'ongine degh assi:

V media = AS/AE= (20 - 300m /(10 - ¥)s = - 10 m's
EF)

L'oggetto confinua il sue moto di avvicinamento all’'ongme. La velocita e qundi negativa e di
valore costante perche m questo tratto 1l grafice orano & una retta.

v=-10m/1s5=-10m's

FG)
In questo tratte il moto & vario. Velocita ed accelerazione cambiano istante per istante. In G
I"oggetio & tornato al punto di partenza.

51 chiede, inoltre, di determinare la velocita media (scalare) ra A e C. Dalla definizione:
Vg = 30T m's =429 m's

Su tutto il percorso, si ha:
vac=60m/ 145=429m's

I due valon comcidono solo per caso. Se, mvece, volessi calcolare la velocita vettonale su tutto 1l
camming, otterrel un valore nulle perché 1l punto in mote ntoma n G al punto di partenza e 1l suo
spostamento totale & nullo.

Il calcole della velocita 1stantanea in M wviene eseguito tracciando la retta tangente al grafico e
considerando 11 suo coefficiente angolare

m =tg ce= (30— 0) metn / (9 — 5)seconds

Vig =304 mis=773m's
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Esercizio 42 (Cinematica)

- Due auto st muoveno di moto reftilineo uniforme con velocita date da vy = 90 lan'h e v,
= 60 km/h. La seconda auro parte con un vantaggio di 20 km. Dope quanto tempo ['auto pin veloce
raggiunge quella pit lenta’

RISPOSTA:
Rappresentiamo in un piane cartesiano spazio-tempo le legz orane del due oggeth in moto.

LY
ERT TR

i tesmien {3}

Le due curve hanno le seguenti equazion di mote:
51=90t S52=60t+20

Nel punto di intersezione 'auto pmi veloce avra raggiunto quella pia lenta perche lo spazio 5
percorse da entrambe avra lo stesso valore: S; = 5; . Per ncavare 1l valore t* in cw 10 avviene
sufficiente mettere a sistema le due equazioni: sostituendo la prima nella seconda si ottiene

5=60590 +20
1/35=20 S=60km

Il punto n cwm s1 mcontrane le due auto € a 60 km dall’ongine. Soshtuendo questo valore in una
qualungue delle due equazioni si ha:

t=23h=40 mm
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DINAMICA DEL PUNTO MATERIALE
Principi della dinamica

| tre principi della dinamica di una particella (punto materiale) sono:
1) principio di interzia di Galilei;
2) legge dinamica di Newton;
3) principio di azione e reazione.

Il principio di interzia di Galilei afferma che una particella libera, cioe non sottoposta
all’azione di altre particelle, si muove di moto rettilineo uniforme. Quindi la sua
velocita e tale che

W (t) =V,

dove Vg & un vettore costante. Il vettore costante Vg pud essere nullo ed in questo

caso si dice che la particella e in quiete.

La legge dinamica di Newton afferma che nel generico moto di una particella,
I'accelerazione istantanea della particella pud essere al piu una funzione dalla
posizione della particella e dalla velocita istantanea della particella. Cioe si ha

a=®d(r,V)

dove D indica la funzione da cui dipende I'accelerazione.

Se m e la massa della particella, la grandezza vettoriale

F(r,v) =md(r,Vv)
e detta forza che agisce sulla particella. In questo modo la legge della dinamica si puo
scrivere nella forma familiare

—

F=ma.
La forza si misura in Newton (N), dove 1 N =1 Kg m/s?.

Dalla legge di interzia e dalla legge dinamica di Newton si
deduce che per una particella libera, la cui accelerazione & nulla,
deve essere nulla la forza agente sulla particella:

a=0<F=0.
36
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Va notato che la forza agente su una particella pud essere la somma vettoriale di
forze diverse che agiscono sulla particella.

—_  — —

Cioe, se Fl, F2 yrovy FN sono le N forze che agiscono sulla particella, la forza risultante
sara

N
F=Y F=FR+F+.+F
i=1
Ed e questa la forza risultante che determina il moto della particella.

Il principio di azione e reazione afferma che date due particelle

laforza F12 che agisce sulla prima particella a causa della seconda particella € uguale

—

e contraria alla forza F21 che agisce sulla seconda particella a causa della prima
particella. Ovverosia:

F,=—F,.
Questo principio a volte si enuncia dicendo che “ad ogni azione corrisponde una
reazione uguale e contraria”.

Oss. Anche se la somma vettoriale delle due forze & zero cid non
significa che le due particelle siano ferme. Inoltre se le due
particelle hanno masse diverse anche le loro accelerazioni
saranno diverse.

Forze agenti su una particella

La dinamica di una particella € determinata dalle legge di Newton

—

F=ma.

Cio significa che conoscendo I'andamento funzionale della forza, la legge di Newton
si scrive
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ovverosia
~ _ dF d2F
F(r,—)=m——-
( dt) dt?

In generale si deve quindi risolvere un sistema di 3 equazioni differenziali ordinarie

del secondo ordine per determinare la legge oraria I (t) della particella.

Consideriamo alcuni semplici casi.
Forza nulla

Dato che la forza e nulla anche I'accelerazione e nulla e quindi la particella si muove
di moto rettilineo uniforme oppure & in quiete. E questo il caso di una particella libera
(non ci sono forze agenti) oppure di una particella in equilibrio (la somma vettoriale
delle forze agenti & zero).

Cioe, come gia scritto si ha

—_—

F=0<=3a=0

Forza peso

Se la forza e costante anche |'accelerazione € costante e quindi la particella si muove
di moto uniformemente accelerato.

E questo il caso della forza peso, che ora analizziamo.

La forza peso € la forza a cui e soggetta una particella in caduta libera nel vuoto. Essa
e data da

dove m & la massa della particella mentre 9 & un vettore noto come accelerazione

di gravita, diretto verso il centro della terra ed il cui modulo vale circa
g=9.81m/s?.
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Dunque l'intensita della forza peso e proporzionale alla massa del corpo. Nel
linguaggio parlato spesso le parole “peso” e “massa” vengono considerate sinonimi.

Es. Se una particella e in caduta libera nel vuoto su di essa agisce la sola forza peso

—

F=mge quindi dalla legge di Newton
mg = ma

si ricava l'accelerazione, che e I'accelerazione di gravita:
a=g=(00,—9).

Si tratta di una moto uniformemente accelerato.

Seinoltre la particella parte da ferma da un’altezza h, la sua posizione nel tempo lungo
I'asse verticale z risulta data da

1
zt)=h—-=gt?
(V) 59,

con z = 0 quando la particella tocca il suolo.
Mentre I’equazione della velocita lungo z € data da

v,(t) =—gt.

Forza elastica

La forza elastica € la forza che segue la seguente legge, nota
come legge di Hooke:

=—Kr
dove I &la posizione della particella sulla quale agisce la forza e K & una costante,
detta costante elastica.

Essa e detta forza elastica perché ¢ la forza esercitata da un
elastico o una molla per piccole deformazioni. La forza elastica
e una forza di richiamo perché ha sempre segno opposto alla
deformazione e tende a riportare I’elastico o la molla nello stato
di riposo.

Es. Se una particella di massa m & sottoposta all’azione di una
forza elastica lungo I'asse delle ascisse, da Newton si ricava

— K(%,0,0) =ma
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a= (—% x,0,0)

Dato che
2 2 2
d°x d°y d-°z )
2 2 2
dt© dt- dt
il moto lungo y e z e rettilineo uniforme mentre lungo x si ha
d?x k
>~ +—X=0
dt m
Questa e 'equazione differenziale di un moto armonico, la
cui pulsazione (frequenza angolare) é data da

a=(

Forza di reazione vincolare

La forza di reazione vincolare e la forza esercitata da una superficie solida su una
particella a contatto con la superficie.

La forza di reazione vincolare F , essendo un vettore, si puo pensare come la somma
vettoriale di

una forza di reazione T tangente (parallela) alla superficie ed

una forza di reazione N normale (perpendicolare) alla superficie:

—

F=T+N

-

Laforza N direazione normale alla superficie e sempre tale da impedire il moto della
particella nella direzione normale (entrante) alla superficie, se la superficie non si
deforma o spezza.

Laforza N direazione tangente alla superficie & anche detta forza di attrito. Per essa
si distinguono due casi:

i) superficie liscia (o vincolo liscio): T=0

40
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ii) superficie scabra (o vincolo scabro): T=+0.

Dagli esperimenti si trova che la forza di attrito T agente su una particella che si
muove su una superficie solida scabra e data da

e

T = —4NU,,

dove u e un coefficiente, detto coefficiente di attrito, N & il modulo della forza

normale alla superficie solida agente sulla particella, U\, =V/ | \7| e il vettore di

lunghezza unitaria con V velocita della particella che si muove sulla superficie.

Il coefficiente u € diverso a seconda che si la particella parta da ferma (attrito statico
L) O sia gia in moto (attrito dinamico [y, con pg < Ls).

Es. Le forze agenti su una particella ferma su un piano
orizzontale sono:

1) forza peso pr =mg = (0,0,-mg)

2) forza di reazione vincolare F, =(0,0,mQ) .
La forza peso e perpendicolare al tavolo e la forza di reazione
vincolare e uguale e contraria alla forza peso.

Oss. Nel caso di un piano inclinato la particella si muove se la
forza di reazione vincolare non riesce a controbilanciare la
forza peso.

Forza di attrito in un fluido

La forza di attrito in un fluido (gas o liquido) ¢ la forza
esercitata dal fluido su una particella che si muove con una

velocita \Yj all'interno del fluido. La forza & data da

dove k e un coefficiente, detto coefficiente di attrito viscoso,
che dipende dalla forma del corpo e dalla natura del fluido.
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Si osservi che questa espressione per la forza di attrito viscoso e valida se la particella
si muove a bassa velocita. A velocita altre la dipendenza dalla velocita non & piu
lineare.

Nel caso di una sfera di raggio R che si muove in un fluido Stokes ha dimostrato che il
coefficiente di attrito viscoso & dato dalla seguente formula

K=62Rn

dove n e un coefficiente noto come viscosita del fluido.
Una semplice analisi dimensionale mostra che la viscosita si misura in Ns/m?.

Legge di gravitazione universale e forza peso

Attualmente si ritiene che vi siano 4 forze fondamentali che che tutte le proprieta
della materia possano essere dedotte a partire a queste forze. Esse sono:

a) forza gravitazionale;

b) forza elettromagnetica;

c) forza nucleare forte;

d) forze nucleare debole.

La forza gravitazionale e responsabile della forza peso. Questo fatto puo essere
spiegato a partire dalla legge di gravitazione_universale di Newton, la quale da conto
anche delle orbite dei pianeti del sistema solare.

La legge di gravitazione universale afferma che due corpi di massa m; ed m; si
attraggono con una forza, detta forza di gravita, la cui intensita e data da

m, -m
-1 2
F=G > ,
r
dove r & la distanza tra i due corpie G = 6,67x107'* N m?/kg?
€ una costante nota come costante di gravitazione universale.

Nel caso in cui m; sia la massa della terra, m; sia la massa di un corpo sulla superficie
della terra ed R sia il raggio medio della terra, la forza agente sul corpo di massa m

sara
F = G—"'R'“ —m, (G 1)—

dove la costante g, che ha le dimensioni di una accelera2|one, risulta essere paria
g =9.81 m/s?
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Si tratta cioe della accelerazione di gravita, e la forza di gravitazione universale risulta
essere la forza peso agente sul corpo di massa m,.
Impulso e quantita di moto

Data la forza F e Vintervallo di tempo infinitesimo dt, si dice impulso infinitesimo
della forza la seguente grandezza vettoriale:

dl =Fdt

Se si considera un intervallo di tempo finito dal tempo to al
tempo t; 'impulso della forza nell’intervallo di tempo risulta

E’ chiaro che se la forza non dipende dal tempo I'impulso € dato dalla relazione
| =F (t,—t,)=F At _
L'impulso si misura in Ns = Kg m/s.

—

Data una particella di massa m e velocita V , la sua quantita di moto & la grandezza
vettoriale definita come

p=mv

La quantita di moto si misura in Kg m/s = N s.

Sivede dunque che I'impulso e la quantita di moto hanno le stesse dimensioni fisiche.
Cio non deve stupire, infatti

- = _ av _ _ ~
dl :th:madt:madtzmdv:d(mv)zdp |
Integrando nell’intervallo di tempo risulta:

t, t,
I = j Fdt= j d(mV) =mv(t,) — mv(t,) = AP
to t

cioe I'impulso della forza agente su una particella € uguale alla variazione della sua
guantita di moto (teorema dell’'impulso).

Il secondo principio della dinamica, cioe la legge dinamica di Newton, dato da
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- _ dv
F=ma=m—
dt -
si puo anche scrivere come
— dp
F=2P
dt

dove P =MV ¢j5 quantita di moto, supponendo che la massa non dipenda dal

tempo. In effetti, scritto in quest’ultima forma, il secondo principio della dinamica
risulta valido anche nel caso di oggetti con massa variabile, ad esempio i razzi.

Momento di una forza e momento angolare

Data laforza F edil raggio vettore I =OP, si dice momento della forza applicata nel
punto P rispetto all’origine O, la seguente grandezza vettoriale:

—

M=FAF

Data una particella di quantita di moto P che si trova nella posizione I = 0P, si dice
momento angolare della particella nel punto P rispetto all’'origine O, la seguente
grandezza vettoriale:

L=FAD

—

Tra le due grandezze vettoriali introdotte c’e una relazione. Se F &laforza agente

su una particella di quantita di moto P siha

dt d,. .. dr . _ dp . . _ = = -
—=—({ AP =—A p+r/\—p=v/\mv+r/\|: =0+ M
dt dt dt dt
ed in definitiva si ottiene (teorema del momento angolare):
dL _ i
dt
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Esercizio 43 (Dinamica del punto materiale)

Cinque forze agiscono sulla scatola in figura di massa 2.0 kg. Trovare la sua accelerazione nella
sua notazione vettoriale e in intensitd e direzione.

Soluzione:: L'accelerazione ha la stessa direzione della forza risultante. Calcoliamo prima la forza risul-
tante dalla somma delle cinque forze assegnate. Esprimiamo le cingue forze secondo le loro componenti
lungo gli assi coordinati

F, = 3.0i
F, = 117
F, = 5.07
F, = —177
Fs = 121i4+70j

La risultante sard pertanto

F=(30-11+121)7+ (50 - 17+ 7.0)j = 417 - 507

La forza risultante ha intensita
R=1/4124 (-50*=65N

formante un angolo o = arcta.n(%) = —50° con l'asse orizzontale. L'accelerazione ha la stessa
direzione della forza intensita
F 65

m
D02 _gos™
“ m 2.0 82

Le sue componenti saranno
y 3.25 . cos (—50°) = 2.0
ay = 3.25.sin(-50")=-2.5

da cui . .
T =207 —257
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Esercizio 44 (Dinamica del punto materiale)

Tre astronauti, muniti di zaino a razzo, spingono e guidano un astercide di 120 kg esercitando
le forze indicate in figura. Trovare laccelerazione dell’asteroide in notazione per vettori unitari e in intensitd
direzione.

F3Ii=41 N

Soluzione:: esercizio un poco «fantascientificos. In ogni caso, per determinare 'accelerazione ¢ necessario
conoscere la forza risultante. Trattandosi di angoli di 30° e 60°, cioé angoli che si riferiscono a triangoli

equilateri e alle loro meta, ¢ possibile calcolare le componenti verticali ed orizzontali delle forze anche
senza l'ausilio delle funzioni goniometriche.

Fi. = B55N Fiy = 0
Fo = 20IN Fay = 16N
Fiz = 205N Fay = —355N

La risultante sard pertanto
R o=(55+27.7+205) 7 + (16— 35.5)F = 10327 — 105
L'accelerazione sard data da

T =1=0867 —0.167

3=l

I'intensita dell’accelerazione sard
a=1/0.867 + (~0.16)* = 0.87 =
5

—0.16
0.86

la direzione

o = arctan = —10.57
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Esercizio 45 (Dinamica del punto materiale)
Un viaggiatore con massa di T kg lascia la Terra. Calcolare il suo peso sulla Terra, su Marte,
dove g = 3.8m/s?, e nello spazio interplanctario, dove g = 0. Qual @ la massa in questi tre luoghi?

Solugione:: 1l peso di un corpo @ espresso da P = myg, dove m e la sua massa e g Uaceelerazione di gravita
riferita al luogo. Il peso sulla Terra sard pertanto

Prorra = T5kg - 9.8?2 = 735N

I pesoosa Marte savd

Patarte = Tokg - 3.35—”; — 285 N

Il peso nello spazio interplanetario sard nullo. La massa, come si vede anche applicando la relazione,

rimane in ogni caso invariata e pari a 75 kg.

Exercise 2.6. Un corpo puntiforme pesa 22 N in un lwogo dove Uaccelerazione di gravita ¢ 0.8 m,n“sz. Trovare
il suo peso e la sua massa in un altro luogo, dove Uaccelerazione di gravitd ¢ di 4.Qm/52; trovare infine il suo
peso e la sua massa se © trasportato in un punto dello spazio dove Uaccelerazione di gravita ¢ nulla.

Solugione:;: (Questo esercizio st basa sulla corretta comprensione del diverso significato i massa e peso
di un corpo; la massa ¢ una grandezza caratteristica e costante, il peso ¢ relativo all’'oggetto che attrae
esercitando una forza. Pertanto, possiamo calcolare la massa del corpo puntiforme dai dati relativi alla

terra
P 22N
m_E_g-BE‘E =22kg

tale massa rimane costante in tutti i casi richiesti. Al contrario il peso ¢ legato all’accelerazione che la
forza produce, per cui

P =mg, =22-49 2 =11N
&

Come si pud notare, essendo il peso proporzionale all’accelerazione di graviti, si pud caleolare anche
sl

P g

P o
da cui, essendo g = 2y, s avia Py = % = 1IN, Nel caso in cui Paccelerazione di gravita si annulla
(dove?) il peso dell'oggeito si annulla.

30/03/2012

48



Universita degli Studi di Roma "Tor Vergata" — Facolta di Medicina e Chirurgia
Corso di Laurea di Ortoottica

Esercizio 46 (Dinamica del punto materiale)

Un oggetto da ornamento sospeso al soffitto @ formato da due pezzi di metallo, uniti da fili di
massa trascurabile, le cui masse sono quelle indicate in figura. Determinare la tensione nel filo inferiore e in
gquello superiore. Se si aggiunge, in figura a destra, un terzo pezzo metallico, sapendo che la tensione nel filo

pinin alto & di 199N, trovare la tensione nel filo di mezzo e in quello in basso.3

*

4.8 ¥y
i5kg

Al 45 K1

%]

S kn

Soluzione:: la figura indica le masse che sono soggette ad una accelerazione di gravita di 9.8 m/s%; il filo
agganciato al soffitto, rappresenta il vincolo che impedisce all’'oggetto di cadere; il primo tratto di filo
sopporta il peso di entrambii due pezzi, la cui massa complessiva @ m = my+mg = 3.5kg+4.5kg = 8 kyg;
la tensione sard gquindi

m

Toup =8kg-9.8 z= T8N
la parte inferiore sostiene solo il secondo pezzo di massa mz = 4.5 kg, pertanto

m

Ty =4.5kg -Q.SE =44N
Nel secondo caso, con i tre pezzi, & nota la tensione del filo pin alto, cioé quello che deve sostenere le
tre masse; € quindi possibile ricavare la massa del terzo pezzo; da

Tewp = (M1 +ma+ms)g=(1034+ma)yg

si ha

my = e g2 YNy e 10k
g 08 %

La tensione del filo centrale, che deve sostenere due pezzi, sard
m
Teent = (104 5.5) kg - 0.8 — =152N
&
La tensione del filo inferiore, che deve sostenere solo un pezzo, sara

m
Teent =5.5kg - Q'SE =5HdN
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Esercizio 47 (Dinamica del punto materiale)

Se un mucleo eattura un neutrone vagante, deve portarlo ad arrestarsi, entro una distanza non
superiore al diametro del nucleo stesso, per effetto della cosiddetta forza forte, che si pud considerare nulla
all'esterno del nucleo. Supponiamo che un nentrone con velocitd iniziale 1.4-10" m/s sia eatturato da un nucleo
con diametro d = 1.0-107 " m. Trovare Uintensita della forza, supposta costante, che agisce sul nentrone avente
massa LET - 1075 kg

Soluzione:: Anche gui possiamo utilizzare la seconda legge di Newton, date le condizioni semplificate
esposte. Pertanto risulta necessario calcolare Uaccelerazione attraverso le leggi della cinematica, note le
veloritd iniziali e finali e la distanza.

vf- = vl + 2alrs

da cui -
ﬂ_u}—:rF_u-[1.4~1uF F o5 107 ™
T oa9as T 2.10-10-Mypm T 7 52

la forza esercitata sard pertanto

F=167-1072.08.107 2 = 164N

8¢ st

Esercizio 48 (Dinamica del punto materiale)

Un corpo di massa 8.5 kg, pud scorrere senza attrito su un piano inclinato di 30°. E tenuto in
equilibrio tramite una fune un cui estremo ¢ fissato ad una parete (si veda la figura). Trovare la tensione, T, della
fune e la forza normale, N, che agisce sul blocen. Nel caso che la fune venga tranciata, trovare 'accelerazione

del bloceo.

30°

Soluzione:: Nelbaricentro del bloceo agiscono le tre forze indicate in figura; in particolare, mg & il peso del
bloceo, T ¢ la tensione della fune e N & la reazione vincolare . Se il corpo @ inizialmente in equilibrio, la
loro somma vettoriale deve essere nulla. Per eseguire gquesto calcolo, @ necessario scomporre la forza peso
nelle due componenti, mostrate in figura, dirette lungo il piano inclinato, come T e perpendicolarmente
ad esso, come N, 1 calcolo pud essere fatto utilizzando le funzioni goniometriche, oppure, in questo caso,
basta ricordare che un triangolo rettangolo con un angolo di 30° & la metd di un triangolo equilatero.
Pertanto

B.Akg-0.8%

(mg) = Ppuruﬂsiﬂ = mg-5 = # =42N

1
5=
.§=8'5k§'92'83"£=72N

(mg) = Foerp = myg
Nella condizione di equilibrio si ha
T = _Ppm'nﬂsia =—42N
N = —Fpopp=-T2N
Se la fune viene tranciata il corpo scende soggetto alla sola Pparattets © quindi con una accelerazione

Ppnrnﬂsla _ —42 _492
m  85kg 2
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Esercizio 49 (Dinamica del punto materiale)

Una nave spaziale ha una massa di 1.20 - 10° kg ed ¢ inizialmente a riposo rispetto al sistema
stellare. Trovare 'accelerazione costante necessaria per portare in 3 giorni il veicolo alla velocita di 0.10¢
rispetto al sistema stellare, non tenendo conto degli aspetti relativistici; Esprimere |'accelerazione in unita di
g e indicare la forza che gli corrisponde. Se i propulsori venissero spenti dopo aver raggiunto la velocita 0.10¢,
trovare il tempo impiegato a percorrere 5.0 mesi luce.

il tempo impiegato (dati tutii assegnati); prima perd esprimiamo la velocitad nell'unita del S1, sapendo
che ¢ =3.0-10% m/s ¢ il tempo in secondi, 3 giorni = 3 - 24 - 3600 = 259200 s

_wp—v 301072
“=TAf T 250200

Esprimendola in unith di g =9.8 Zz si ha

m
= 1165—2

La forza costante necessaria pud essere ottenuta dalla legge di Newton
F=ma=120-10°kg x lll‘iE2 =14-10°N
s

Dopo lo spegnimento deil motori, la nave spaziale si muoverd di moto rettilines uniforme alla velocita
di 0.10e, ciog il 10% della velocita della luce; la distanza da percorrere &

Smesiluce = 3.0 - l(]‘""E # (5 = 30 x 24 » 3600) s =3.0. 10 m
5

Il tempo necessario sard

5 30.10%m

— =35 gE = 1.3.10% s ~ 4.2 anni

t=
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Esercizio 50 (Dinamica del punto materiale)

Il montacarichi in figura é costituito da una gabbia 4 di 1150 kg, un contrappeso B di 1400 kg,
un meccanismo di azionamento ¢, un cavo e due pulegge. Durante il funzionamento, il meccanismo €' impegna
il cavo, obbligandolo a scorrere o frenandone il moto. Cid fa si che la tensione 77 nel cavo su un lato di C
differisca dalla tensione Ty sull’altro lato. Poniamo che Uaccelerazione di A verso alto e quella verso il basso di
B abbiano il valore assoluto a = 2.0 m/s®. Trascurando le masse e gli attriti di cavo e pulegge, trovare Th, Tz e

la forza esercitata sul cavo da C.
‘ o

12 A ]
WU L T

Soluzione:: Analizziamo le forze che agiscono: sul contrappeso
mpg — 1> = mpa
da cui
Ty =mp (g —a) =1400kg - (9.8 — 2.0) g = 10920 N
Sul montacarichi
mag — T = —maa
da cui

Ty =ma (g +a) = 1150 kg - (9.8 + 2.0) S—": — 13570 N

La forza esercitata sul cavo dal meccanismo €' sard tale da rendere conto della differenza tra le due
tensioni

Fe = 13570 — 10920 = 2650 N
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Esercizio 51 (Dinamica del punto materiale)

Un razzo di massa 3000 kg ¢ lanciato dal suolo: il propulsore esercita sul ¢
6.0-10* N a un angolo di elevazione costante di 60° per 50 s, poi si spegne. In prima approssimazione po
ignorare la perdita di massa dovuta al consumo di propellente, e trascurare la resistenza dell’aria. Calcolare
la gquota raggiunta dal razzo all'istante dell'estinzione e la distanza totale orizzontale dal punto di partenza
all'impatto col suolo supposto orizzontale (la gittata).

L0 1Una -|)II

Soluzione:: La forza agisce per 50s lungo un tratto inclinato di 607 vispetto all'orizzonte. 1l razeo
ha una traiettoria rettilinea sotto la ta dei motori. I moto ¢, guindi, per i primi 50 s soggetto
all’accelerazione del motori e a quella di gravita divetta verso il basso. Laccelerazione del mofori,
diretta lungo la divezione della forza, si pud scomporre in una componente orizzontale ¢ una verticale;
quest ultima sarda in parte bilanciata dall’accelerazione di gravita, diretta nel verso opposto. Caleoliamo
prima 'accelerazione dovuta al motorl

F  60-10°N m

m 3000kg &2

=]

ia =

La componente verticale sara
. m
ay = 20sin60° = 17.3 —
§
A tale componente va sottratta aceelerazione di gravitd diretta nel verso opposto, per cui laccelerazione

verticale totale é m
a;f’f' =(173-98)=T75 =l

Laltezza massima raggiunta, prima dello spegnimento del motord, é

= —-7.55—-50252 = 0375m

Dopo lo spegnimento dei motori, si pud supporre che il missile segna le leggi del moto dei proiettili. Saliva
fquindi ancora per un fratto per inerzia e pol cadra sotto azione del suo peso; contemporaneamente
avra uno spostamento orizzontale a velocitd costante. Caleoliamo le velocita raggiunte dal razzo all’atto
dello spegnimento del motori:

m m
Uy = a;‘*‘t =T7.5—-50s=375—
5 8

Per ottenere la componente orizzontale costante della velocitd, calcoliamo prima la componente oriz-
zontale dell’accelerazione dovuta ai motori che hanno agito per 50 s

az = 20 cos60° = 10 =
5

la velocitd orizzontale, rimasta costante, sard

m
vy = azt =10

m
<50 s =500 —
52 8
La velocita del razzo nella direzione del moto sara

m
vp = v/ 3752 4 500? = 625 —
E

e 'angolo formato con orizzontale &

o= ar::ta.l'lE =37°

500

Il razzo tornerd alla quota di 9375 m, dopo aver percorso, usando le relazione del moto dei proiettili

. 2 .
visin2a 6257 Zr - sin 74°

= = 5 R m = 38316m
g BT
a questa si deve agginngere la distanza percorsa in orizzontale in fase di salita
1 m m
;=510 -502—2 = 12500 m
2 & s

fase di ritorno al suolo, sotto Ueffetto dell’accelerazione di gravita. Per caleolare tale distanza
egato a percorrere il dislivello di 9375 m, che si ricava da
tituendo e risolvendo si ha

0375 = 375¢ + 4.0¢* t=1009s
In tale tempo, lo spostamento orizzontale con una velocitd costante di 500m/s

s=5002.10.05 = 00501
&

e quella i

& necessario conoscere prima il fempo impie
— 1,42,

Y—1o= — vt — Egt ;808

La distanza totale percorsa, in divezione orizzontale, sard
d = 38316 + 12500 + 9950 = 60766 m
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Esercizio 52 (Dinamica del punto materiale)
Un elettrone viene proiettato orzzontalmente alla velocita di 12107 m 2 in un campo elettricn
vhe esercita su esso una forza verticale costante & 4.5 1078 N, La massa dell’elettrone & 9,11 - 107 kg
Determinare di quale distanza verticale devia elettrone durante il tempo in ol percorre 30 mm o orzzontals,

30 mm
E“‘u T
famipi
elettrien

Soluzione: o fpura & mestrata sthematicaments la possibile traettoria dell'elettrons . Lo schema do-
vrebbe far reonoseers che 1] moto di tale elettrone pod essers deseritto dalle leept del moto pacabaolioo,
caratterizzato da una velocita onzzontale costante © da un moto verticals aniformeme nte secelerato.
L'elettrons alla velorita indicat s, pereoree 1 30mm in

0.03m g
= ————=25.107" s
1.2.107 %
in questo intervallo di tempo Velettrone scades verticalmente di
1
h= —at®
2

ricaviamy, pertanta, Uaccelerazione impressa dal campo eletboeo, applieanda la legee di New ton
F 4510718
mo 011 .10 g

—49.104 2
]

da o

-49. m“%- (2.6-107%:)% —=15.10% m
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Esercizio 53 (Dinamica del punto materiale)

La figurn eappresenta un teatto di funivin, Lo masse totale di ogni cabing, compresi | passeggen,
non deve superare | 2800 kg. Lo cabine, che scorrono su una fune portante, sono trascinat e da una seconda fune
traente fissata a clascun sastegno, rigido e non inelinabile, Trovare la differenza di tensane fra sezioni adincenti
della fune traente s e cabine, & pieno earico, sono secelerate di 0.81 m/a? su una direzione inclinata di 35°
rispetto al pisno orizzont ale,

’l
77
'

Soluzione: Si pud supporre che Lo forze ngenti sinno ln componente paralleln delln forza peso e In tensions,
dirette in versi opposti. La differenza tra e tensioni & dovuta solo alla variazione del nmunero di cabine
teainate o quindi dalla loro massa, che raddoppin, triplica, ece. Pertanto, scrivendo Ia reliziane sulle
furze, i ha

Ppgp =T = ~ma

s ho due cabine
2Ppge =T = =2ma
da cui st ha

AT = Ppop +ma = 2800kg - 9.8 75 - cos35° + 2800 kg - 0.81 73 = 1800N

Exercise 3.36. Unn nave spaziale b unn mass di 1.20 2 10 kg od ¢ inizislmente a riposo rispetto al sistema
stellare,  Trovare nccelernzione costante necessarin per portare in 3 glomi il velcalo alla wlocits di 0.10¢
rixpetto al sistema stellare, non tenendo conto degli aspetti relativistic; Exprimere 'sceelerazione in unith di
g v indicare In forza che gli corrisponde, Se i propulsori venissero spenti dopo aver raggiunto Ia wlocith 0.10¢,
trovare il tempo bmpiegato a percorrere 5.0 mwsi luee,

Soluzione:: per determinnre 'nceelermzione costante ¢ necessario conoscere le wlocith iniziale ¢ finale ¢
il tempo impiegato (dati tutti assegnati); prima perd esprimiano la velocith nell'unith del SI sapendo
che e=3.0-10*m/s ¢ il tempo in secondi, 3 giorni = 3. 24 . 3600 = 2502008

- 30.107 2

- Vg — . 1

At

Esprimendoln in unith di g=98% i ha

e -116.%

116 3

-—#-l
‘ 9.81— -y

La forzn costante necessarin pud essere ottenuta dalla legge di Newton
F =ma = 1.20-10% kg x 116;".} =14.10°N

Dopo lo spegnimento dei motord, In nave spazinle si muoverh di moto rettilineo uniforme alla velociti
di 0.10¢, ciod i} 10% delln velocith delln luee; ln distanza da percorrere ¢

5muum-3.o-1o'1:‘-x(sxaox24xwoo).-3.9-10“".

1l tempo necessario sarh

s 39.108m ,
!-;- 00 E =1.3-10%4 = 42anni
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Esercizio 54 (Dinamica del punto materiale)

Una particella di massa m = 1 kg ha energia potenziale espressa dalla relazione
U= A(1 - cos kx)

incui A =24, k=n/5rad/m, e pud muoversi, ovviamente, lungo asse .

Inizialmente la particella si trova nella posizione @y = 1m. Determinare la massima
distanza w,, che essa raggiunge se le velocita iniziali sono rispettivamente vy = 2m/s e
vy = dmn/s.

L’andamento dell’'energia potenziale ¢ periodico, come in figura, con massimi U,,,,, =
24 =4.J, in corrispondenza a

(2n +1)7
r=-—"

ke = (2n + 1)m, p

La particella si trova nella buca di potenziale il cui valore massimo, n = 0, corrisponde a

x = 5m e pertanto nel primo caso, avendo energia cinetica 7= 2 .J, non potra oltrepassare
tale massimo.

T

0 5 107 (m)

La particella ¢ legata, dungue rageinnee la distanza massima con enereia cinetica
[ 1 [l [ (=}
nulla; pertanto:
T, + U, =U:

da cni: |
U= ;HHﬁ + A(1 = cos k) = 2,381

Quindi, alla distanza massima si ha
Al —cos kr,,) = 2,381,
Si ottiene:

1 | 2,38 )
Ty = T COs I ——— | =2, 8m.

Nel caso in cui la velocith iniziale sia vy = 4m /s, Uenergia totale della particella risulta
. .
E= EHHTI + Uy = 16,381,

magegiore dell’energia potenziale massima, pertanto la particella si allontana indefinita-
mente lungo Passe r.
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Esercizio 55 (Dinamica del punto materiale)

Un corpo puntiforme di massa m = 1 kg ¢ collegato mediante due fili ideali, di linghezza
rispettivamente I, = 1lm e b = 0,5m ad un’asta rigida verticale che ruota con velocita
angolare w. 1 fili sono fissati all’asta in modo che, nella rotazione, il filo pitt corto risulti
ortogonale ad essa. Assegnata la tensione massima che possono sopportare i fili, T,

GON, determinare il valore massimo di w.

Nel riferimento ruotante si ha equilibrio delle forze reali e della forza di trascinamento

(centrifuga):

)
mw'T
—_—

T,
- li‘,” g

Ricavando w dalla (1) e sostituendo a Ty il valore della tensione massima assegnato,

s1 ha:

T, + Ty +mg + mw’r = 0.

Proiettando sugli assi orizzontale e verticale, si ha:
s O o & gy O
=T\ cos60" = T5 + mw 1y =0, T, sin 60" —mg = 0.

Dalla prima,

1 .
£T| + Tg - .FN.(.JJ_JEQ.

Dalla seconda,

indipendente dalla velocitia angolare.

.'Il T|

— !

e

Winar = 11'III 2”152 N

14/04/2012
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Esercizio 56 (Dinamica del punto materiale)

In un riferimento inerziale, un punto materiale di massa m si muove su una traiettoria
circolare di rageio r. Larea spazzata dal vettore posizione, con origine nel centro della
circonferenza, segue la legge

- 1
S=—ct",
S
dove ¢ ¢ una costante. Determinare il modulo della forza agente sul punto materiale.

Nel problema viene assegnata la legge con cul viene spazzata I'area dal vettore po-
sizione. Cio indica che la derivata di S rispetto al tempo fornisce il modulo della velocita
areolare:

ds .
’r =t. (1)

Ricordando che la velocita areolare @ definita dalla relazione

-z
dS 1 ( .
— = I X V],
dt 2 /»
nel caso di trajettoria circolare, si ha
ds 1 1, )
— = - = —wr". :
dt 2 2 )
Ugnagliando le (1) e {2):
4 | B _ 2c . (3)
cf = —wr, = w= —1. X
2 ' r? 'J

La velocita angolare cresce linearmente col tempo.
Dialtra parte, per determinare il modulo della forza agente sul punto materiale occorre
conoscere 1l modulo dell’accelerazione, dato da:

a =,/ ai + a2, (4)

Con

iy = wr, (y, = Wr,

Sostituendo nella (4),

a=rvw +uwt,

e, tenuto conto della {3),

n= el ”E
S V rad
Pertanto:
F=ma= 2me JIll - ﬁf".
- v A

14/04/2012
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Esercizio 57 (Dinamica del punto materiale)
Un punto materiale di massa m = 10 gm st muove su una traiettoria circolare di raggio
R = 20cm con moto uniformemente ritardato. Sapendo che all'istante £; = 0 la sua velocita
ha modulo vy, = 15m/s e che all'istante #; = 55 ¢ nulla, determinare le leggi orarie della
velocita, del moto e dell’'accelerazione. Calcolare inoltre il lavoro compiuto dalle forze
agenti nell'intervallo di tempo considerato.

Il modulo dell’accelerazione tangenziale © costante,

[} — iy .; Jl,n' 7
My = —— = —3m/s".
fl - f.|
Si deduce: | X
v=1y +aft=15— 31, .‘:‘:i‘||f+§n’.; = ]-I-Jf—:;fz. (1)

Ricordando che 1l modulo dell’accelerazione ¢

N ). 2
a =/ + s,

COn

[

2
(e
n = E‘

tenuto conto della prima delle (1), si trova:

15— 3t)2 17 .

_ o
l \.l o4 0.2

S1 noti che all’istante #, essendo ¢ = (0, si annulla soltanto Paccelerazione normale. Infatti
in tale istante il punto materiale, animato di velocita iniziale v, positiva, per esempio
diretta nel verso antiorario, ma soggetto all’aceelerazione tangenziale negativa di modulo
costante, inverte il suo moto e procede con accelerazione il cul modulo ¢ dato dalla (2.
D’altra parte il gratico della seconda delle (1), che esprime la legge oraria con cui ¢ percorsa
la traiettoria, ¢ una parabola ad asse verticale e concavita volta in basso. L’ascissa f
corrisponde proprio al suo vertice, punto di inversione del moto.
I lavoro delle forze ¢ ugnale alla variazione di energia cinetica del punto:

L=AT= —%mrﬁ =-1,12.]
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Esercizio 58 (Dinamica del punto materiale)

Un pendolo semplice di massa m = 1kg e lunghezza [, inizialmente in quicte, @ fissato
al soffitto di un vagone che parte con accelerazione costante di modulo a, = 4,9m/s%
Calecolare Ia massima tensione del filo durante il moto del vagone.

Il pendolo, disposto inizialmente lungo la verticale, appena il vagone accelera comincia
ad oscillare a cansa della forza di trascinamento F; = —ma;. La posizione attorno alla
guale avvengono le oscillazioni, nel riferimento del vagone (accelerato), ¢ determinata
dalla relazione

F+F,=0.

dove F ¢ la somma delle forze reali: forza peso e tensione del filo. Detta T la tensione del
filo, la precedente si serive:

mg+ T + may = (). (1)
Assunto positivo il verso degli archi crescenti e proiettando sulla tangente alla traiettoria
s1 ottiene la relazione:

sinfl,

ma; cosfly —mgsinfy, =0 = a; =g = gtanfl,, (2)

cosfl
che determina U'angolo #, attorno al gquale avvengono le oscillazioni oppure, noto guest’
nltimo, accelerazione di trascinamento.
Siintuisce subito, come avviene per un pendolo che oscilla in un riferimento inerziale,
che in tale posizione la tensione del filo @ massima. Infatti 'equazione della dinamica nel
riferimento accelerato si serive:

mg+ T +ma; =ma,.

Assunto come positivo il verso centripeto e proiettando sulla normale, si ha:

2

T —mgcosf —mag sinfl = m—. (3)

Detto ¢ I'angolo di oscillazione rispetto a #,, la (3) diventa

) . . . t
T —mygceos(fy + @) —ma; sin(fy + ) = m.T_._

ossia
, o , o v*
T — (mgcosfy + ma; sinfly) cos g + (mag cos By —mgsinfly) sing = m—,

[
e ricordando la prima delle (2),

2
, o (s
T — (mygcos By + mag sinfly) cosip = m.T.

Si trae,
2
, o v
T = (mgcosfly + mag sin fy) cos p + m.T.
La tensione massima si ha per ¢ = 0, ciot

2

o2

. . . |

L = lmgeosfy + mag sinfly ) +m —!' ,

dove vy ¢ la velocita (massima) con cui transita il pendolo in corrispondenza a f,.
Essendo

mg costy + may sinty, = m V“gz + az,

s1 puo anche scrivere:

2
/ N muvg (1)

_ 2 2
Toow = my/g + aj
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Esercizio 59 (Dinamica del punto materiale)

Un bloeco di massa M = 4 kg, appoggiato su un piano orizzontale ¢ collegato, mediante
un filo inestendibile e di massa trascurabile, ad una molla ideale di costante elastica
k=100 N/m, disposta verticalmente, al cui estremo inferiore viene agganciata una massa
m, in modo tale da non imprimere oscillazioni al sistema; vedi figura. Sapendo che i
coefficienti di attrito statico e dinamico tra blocco e piano sono rispettivamente p, = (0,5,
pqa = 0,2, determinare per gquale valore di m il sistema si pone in moto e il corrispondente
allungamento della molla.

Le forze che agiscono su M sono la reazione vincolare R = R, + R, la tensione del
filo T ed il peso Mg. La reazione vincolare normale R, ¢ ininfluente ai fini del moto in
quanto opposta al peso, mentre la reazione tangenziale R; & la forza di attrito F,. Le
forze che agiscono su m sono il peso mg e la forza elastica.

M

T
F

-

mg

Proiettando le forze su un asse orizzontale e su un asse verticale e tenuto conto che
I'accelerazione di ogni parte del sistema ¢ la stessa, le equazioni di Newton per le due
MAasse S0no:

T —Fy= Ma, F.+mg=mu.

Poicheé F. = —kAz ed il filo ideale trasmette inalterato il modulo della forza elastica,
risulta T = £Ax. Quindi le precedenti si scrivono:

EAr — Fy= Ma, —kAr 4+ myg = ma. (1)

Nelle condizioni di moto incipiente {(a = 0) si ha equilibrio dinamico delle forze; pertanto,
indicando con Az, Vallingamento della molla in gueste condizioni, dalle (1) si ha

kAr, = Fy = puMg, Az = f:—"” (2)

Dalla prima si ricava il valore minimo di m che pone in moto il sistema:
m=p,M=2kg

Quando 1l sistema € in moto, dalla prima delle (1) si ricava

_ kAr — Fy

= T

Sostituendo nella seconda, tenuto conto della (2) e ricordando che Fy = pa Mg, si ottiene

g M(1 " M(1 "
mg ML A M)y, MO g gn =0 16m
Eooom+ M

= m+ M
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Esercizio 60 (Dinamica del punto materiale)

Una slitta di massa m = 100 kg, trainata da una forza costante di modulo F = 400 N
che forma un angolo # rispetto allorizzontale, deve percorrere un tratto [ = 50m su
un piano. Sapendo che il coefficiente d’attrito dinamico tra slitta e piano e p; = 0,3,
determinare Uangolo # affinché il tempo di percorrenza sia minimo, supponendo che la
velocita iniziale sia nulla.

I1 problema va risolto applicando l'equazione di Newton,
ma=F,
dove F ¢ la somma delle forze agenti: forza esterna, peso, reazione vincolare normale R,
¢ reazione tangente Ry, pari alla forza d’attrito. Proiettando sugli assi z-y, orizzontale e

verticale e tenuto conto che 1l moto avviene solo secondo x, 81 ha

mi = Feosfl — By = Feosf — pglmg — Fsinf)
mij= Fsinfl —mg+ R, = 1.

Dalla prima si ottiene:

. Fleosf + pgsinf) — pamy
I = .
m

Affinché il tempo di percorrenza sia minimo, U'accelerazione impressa alla slitta dev’essere
massima. Pertanto, annullando la derivata prima dell’accelerazione rispetto a #, si ha:

—Fsinf + Fpugeosf =10, Feintl = Fugcosf.

Si trae,

tanfl =y =03, = #=6" =16,7"

Il tempo di percorrenza minimo ¢ dato da:

. ;"I 2 J." 2ml
N "u’ Dnnr \f Fileos#* + pgsinf*) — gy sinf*

=495

62
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Esercizio 61 (Dinamica del punto materiale)

Una guida verticale scabra ha la forma di un guarto di circonferenza di raggio » = 10 m.

Un blocchetto di massa m = 5 kg viene spinto dalla base della guida fino alla sommita,
da una forza F tangente alla gnida, di modulo tale da mantenere costante il modulo della
velocita del bloechetto Tungo tutta la traiettoria, nguale a vy = 5m/s. Sapendo che il

coefficiente d’attrito dinamico tra blocchetto e guida ¢ pg = 0,3, determinare il lavoro
della forza.

Indicando con £, £ e £, rispettivamente 1 lavori della forza applicata. della forza
d’attrito e della forza peso, per il teorema dell’energia cinetica, la somma di tali lavori ¢
pari alla variazione di energia cinetica, nel caso del problema, nulla:

LAHLy+L,=0, = L+Ly==C

L, = mygr, (1)

pari alla variazione di energia potenziale del blocchetto. La somma dei lavori al primo
membro ¢ dovuta a forze non conservative; infatti la forza applicata & una sorta di forza
“intellicente” che mantiene costante la velocita, per esempio una forza muscolare; la forza
d’attrito ¢ notoriamente non conservativa. Quindi. essendo il lavoro delle forze non con-
servative pari alla variazione di energia totale,

L =(Tp+Ug)—(Ty+Uy),
nel caso del problema (Tg Ta) s ha:
£ =Up = Uy = mgr.
Per caleolare esplicitamente il lavoro della forza d'attrito si osservi che sul blocchetto

agiscono le forze: T, la forza d’attrito Fy = pa R, la reazione vincolare normale R, ed il
peso. Si ha:

T

ma=F+F,+R, +me.

Proiettando Iungo la tangente e lungo la normale alla guida, assunti positivi i versi cen-
tripeto e degli archi crescenti e tenuto conto che 'accelerazione tangenziale & nulla (velocita
iy costante), si ha
F—Fy—mgsinfl=10
fﬁ revh
m = R, — mygceos, (2)

dove f ¢ I'angolo che forma la verticale col rageio. Dalla seconda delle (2) si ricava
E.!
R, = mgcost +m—L,
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Pertanto, tenuto conto che lelemento d'arco ds = rdf. 11 lavoro elementare della forza
d’attrito Fy = puafi, ¢ dato da:

AL 4 = —pa(mgr cos 0df + meidh).

Integrando:

i

La=—pq m.gr/ -
S0

Sostituendo nella (1),

it 2

i

dff | = —pa (m._r;r‘ + m.e‘ﬁ—) .

cos fdf + m.eﬁ /

| R

L=—L4—L, = g (myr + m.tﬁg) + mgr = 696.J

Va osservato che tale lavoro pud essere ricavato dalla prima delle (2). Pin sopra si ¢
detto che la forza applicata al blocchetto deviessere una forza “intelligente”in quanto va
mantenuta costante la velocita. Se, per esempio, agisse una forza di modulo costante,
tangente alla traiettoria, la reazione normale dipenderebbe oltre che dall’angolo #, dalla
velocita, In tal caso il calcolo del lavoro diverrebbe pinttosto complesso.

Limitandosi al caso di un corpo puntiforme vincolato ad una guida circolare scabra
orizzontale, sul quale agisce una forza F di modulo costante tangente alla gnida, T
equazione di Newton e

ma=F+ Fy+ R,

Come prima, proiettando sulla tangente e sulla normale, si ha

may=F —Fy=F —puyah,, i, =m—.

Pertanto: ., .,
d=s v

— = F — pgm—, (3

dt? Hatte=os (5)

dove s ¢ Parco di traiettoria. Si osserva anzitutto che, ponendo a; = d*s/dt* = 0, la velocita
del corpo tende al valore limite

m

I|||I Ff'
vp = 4| .
L \.' [l

Dungue il lavoro delle forze & pari alla variazione di energia cinetica:

PR PR
L= vy — —mag,
9 T 9 0

dove vy & la velocita iniziale che, in particolare, puo essere nulla.
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Esercizio 62 (Dinamica del punto materiale)

Un corpo puntiforme ¢ appoggiato sulla tfalda interna di nn cono circolare che rmota
attorno al sno asse, disposto verticalmente, con velocita angolare w costante. Detta »
la distanza del corpo dall’asse e # la semiapertura del cono, si determini il valore del
coefficiente di attrito statico necessario perché il corpo sia in equilibrio.

Nel riferimento ruotante si ha equilibrio relativo delle forze reali e di trascinamento:
F+F, =0. (1)

Le forze reali comprendono la forza peso, la reazione normale R, , ortogonale alla falda
del cono, e la forza d’attrito F . Pertanto la (1) si serive,

mg + R, +F4 + mwr =0, (2)

Proiettando la (2) su una generatrice del cono, assumendo positivo il verso ascendente, e
sulla normale, assumendo positivo il verso di R,,, si ha

—mgeosfl + Fy + mwtrsinf =0
—mgsind + R, —mwireosf = 0.

Si ricava:
Iy = mgcos ) — mw?r sinf)

. > (2)
I, = mygsinfl + mw=r cosf.
Poiché per I'equilibrio,
Fy
Fi < r“Ser_‘- = s > R_“
per le (2) si ottiene:
geosfl —wrsinf .
> (3)

gsinf + w?r cosf

Naturalmente guesta relazione pone restrizioni sulla velocita angolare e sull’angolo di
semiapertura del cono, in quanto il numeratore dev’essere positivo:

geosf — whrsin > 0.

Se fosse p, = 0,

2 . 2 q
geosf =w rsinfl, = w = ———.
i rtanf

Per l'equilibrio, assegnato I'angolo #, si avrebbe un preciso valore di w.
Lo stesso risultato si ottiene nel riferimento fisso. In tal caso si ha

ma=mg+ R, +F.,

dove a ¢ I'accelerazione centripeta. Proiettando secondo una generatrice del cono e la sua
normale, con la stessa convenzione per 1 segni, si ha

2 .
—mw rsinf = Fy —mgeosf

2 .
mw rceost = —mgsinf + R,

Procedendo come prima, si ottiene la (3).
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Esercizio 63 (Dinamica del punto materiale)

Una sfera di massa m = 1 kg & collegata ad un’asta rigida verticale mediante due fili
ideali, aventi la stessa lunghezza [ = 2. 1 fili sono fissati all’'asta in due punti distanti /[, in
modo da formare un triangolo equilatero, vedi figura. Posta in rotazione Uasta con velocita
angolare costante, determinare il minimo valore di w per cui entrambi il fili risultano tesi
e il valore delle tensioni che si sono destate.

Nel riferimento ruotante, si ha equilibrio delle forze reali e dalla
forza di trascinamento,

La somma delle forze reali F comprende: le tensioni dei fili e la forza
peso; F; ¢ la forza centrifuga, pertanto:

T, 4+ Ty +mg + mw’r = 0. (1)

Giacché 1 fili formano col segmento d'asta un triangolo equilatero,
proiettando la (1) sngli assi x, orizzontale ed y verticale, si ha

“Tyeos30° — Theos 30° 4+ mw’r =10
T, cos60° — Tyweos 60° —mg = 0.

Essendo:

r=1lcos30" =1

<%

dalla prima si trae,
mwl =T, + Ts. (2)

Dalla seconda:
T, — T, = 2mng. (3)

Tenuto conto della (3), dalla (2) si dednce:

b 2mg+ 20,
N ml '

W

In tali condizioni la tensione T risulta:

Ty =2mg =19,6N.
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Esercizio 64 (Dinamica del punto materiale)

Un corpo puntiforme di massa m ¢ saldato ad nna estremita di un’asta rigida di massa
trascurabile, che ruota in un piano verticale attorno all’altro estremo con velocita angolare
costante, Nel punto pilt basso della traiettoria I'asta esercita sul corpo una reazione
Ry = 12N mentre, se la velocita angolare raddoppia. la reazione diventa Ry = 21 N.
Determinare le reazioni Ay ed R, nel punto pin alto della traiettoria.

Legquazione della dinamica si serive,
ma =R + mg.

Assumendo positivo il verso centripeto e detto r il rageio della trajettoria, nel punto pin
hasso si ha:
2
mwr = R —myg 1)
_ (1)
dmw?r = Ry —my

Alla sommita,
2
mw r = By +ing

dmw*r = Ry + my.

Dalle (1) si ricavano le espressioni di mg e di mw?r; si ha:

Aihp — I . R, — R
g = M mwtr = ”7”
3 51
Sostituendo nelle (2) si ottiene:
2R —5R SR — 81
Ry = 87{’” — _6N, R, =2"B - B gN,

14/04/2012
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Esercizio 65 (Dinamica del punto materiale)

P Un punto materiale di massa m, in moto con velocita v, a partire dall’istante 1 = 0 viene
sottoposto a una forza variabile nel tempo secondo la legge F = F; cos wt, con F; vettore
costante inclinato rispetto a v, di un angolo «. Il moto si svolge nel piano x y individuato dai
vettori v e Fo; si determinino le equazioni parametriche del moto e il lavoro ./ compiuto
dalla forza F nell’intervallo di tempo (1 = 0,1 = n/2w).

Siconsideri un sistema di coordinate cartesiane x, y, con P’asse x diretto come vy e I'origine nel
punto occupato dal punto materiale all’istante r = (. Rispetto a questo sistema di riferimento
le equazioni del moto del corpo sono

3
dx , :
mm = Fycosw coswt, (1)
dzy
mo3 = Fosena cos wt . 2

Lasoluzione della prima equazione differenziale si ottiene aggiungendo all’integrale generale
x,(t) dell’equazione omogenea associata un suo integrale particolare xp(t). L'equazione
omogenea associata &

dx

— =0,
mdt3 '

e la corrispondente soluzione generale &
-rf?(!) s Ar + 81

con A e B costanti arbitrarie. Dato che la derivata seconda rispetto al tempo di cos wt &

—o? cos wt, un integrale particolare della (1) & del tipo

xXp(t) = Pcoswt,
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con P costante da determinare in modo che x,(¢) soddisfi I'equazione (1). Sostituendo tale
espressione di x,(t) nella (1), si ottiene

N
—mw”~ P coswt = Fpcosa coswt

e quindi
Fycosa

mwz
In conclusione, la soluzione generale della (1) &:
, Fycosa .
x(t) = x,(t) +x,(t) = At + B— ———coswt . (3)
mw*
Con procedimento del tutto analogo, si ottiene come soluzione dell’equazione (2) un’espres-

sione del tipo
, . Fpsen
y(t) = Ct+ D ————coswt,, (4)
mw*

con C e D costanti.

Le quattro costanti A, B, C ¢ D restano determinate se si impone che all’istante 1 = 0 le
soluzioni (3) e (4) soddisfino alle condizioni x(0) = 0, y(0) = 0, x(0) = vg € y(0) = 0. Si

ottiene:

Fycosa Fysen o
A=, B’—"——,) . G =4, [):._.---———2
maow-= maw

Le equazioni parametriche del moto del corpo sono quindi

Fycosa B
x(1r) = vot + —0—5——('1 —coswt) , (5)
maw
Fosena ,
() = —3—2(1 —coswt) . (6)
maw

1l lavoro # compiuto dalla forza nell’intervallo di tempo (0, n/2w) pud calcolarsi partendo
dalla definizione di lavoro

n/2w dx n/2w dy
@ = [tF 54 Fadi)= F i / B2,
/(F_dx+F¢d}) fo oy t+0 ¥

utilizzando I’espressione di F e le relazioni (5) e (6), oppure attraverso il teorema delle forze
vive, dopo avere ricavato la velocita del corpo derivando rispetto al tempo le equazioni (5) e
(6). In tutti e due i casi, si ha il risultato:

, _ Fovcosa F?

) 2maw?
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Esercizio 66 (Dinamica del punto materiale)

. Un punto materiale di massa m si muove sotto Pazione di una forza dipendente dalla sua
velocita v secondo la legge F = ¢ x v, ¢ indicando un vettore costante. Si determinino le
possibili traiettorie del punto. '

Si consideri una terna cartesiana di riferimento con I'asse z orientato nella direzione di ¢ e
gli assi x e y scelti arbitrariamente in un piano ortogonale a ¢. Lungo queste tre direzioni le
componenti della forza agente sul punto sono Fy = —cy, F, = cx, F. = 0 ¢ le equazioni di
moto del punto materiale risultano pertanto

d’x B ‘dy 1
"ar T are :

d%y dx

— = c—, 2)
a2 “ar =l

d*z .

La soluzione dell’equazione (3) &

dz

— =K, = z)=Kt+k,

i (1)
con K e k costanti arbitrarie, determinabili in base alle condizioni iniziali. Per risolvere le
equazioni (1) e (2) si puod procedere nel modo seguente(*): si derivino rispetto al tempo i due
membri della (1) e, facendo sistema tra la nuova equazione cosi ottenuta e la (2), si ricava

dx . c? dx
dr? T m?de’

La soluzione di questa equazione differenziale & del tipo

dx
— = Asen(wt + ), (4
dr
(*) Alternativamente, si sommino ai due membri della (1) i corrispondenti membri della (2) moltiplicati per i = +—1:
ponendo w = x + iy, si ricava
dw i ldu;

M—="1C 1
dr? dr

d {dw il =0
de\idr mr) T

La soluzione generale di questa equazione differenziale &

cosicché

w= Ben-:g’m + D ;
dove B = Ce'® e D = a + ib sono delle costanti complesse arbitrarie e quindi
x=Ccos{w! +a)+a, y=Csen(w +u)+b,

conw =¢/m,C, o, aebcostanti.
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conw = ¢/m, A € o costanti, e per la (1) segue

L. A cos(wt 4 i
G = —Acos(@ + o). (>)

Dato che il lavoro 4 compiuto dalla forza F & nullo

5%:[th=fF~wh:f&xvyvm=U,

dal teorema delle forze vive segue che I'energia cinetica del punto materiale rimane costante
nel tempo e quindi
x2(1) + 3%(t) + 2%(1) = costante..

Poiché 7 = K, lasommadi £% e v2 & ancora una costante, percio la dipendenza di y dal tempo
) p P Y

deve essere del tipo

dv
V= E: = tAcos(wr + o),

in accordo con la (5).

Integrando le equazioni (4) e (5) si ottiene

A A
X =——cos(wt+ao)+a. y=——sen(wl +a)+b,
w w
cona e b costanti. Da queste due ultime equazioni, quadrandole e sommandole membro a

membro fra loro, si ha
2

A
a—aﬁ+@~bf=ga

che € I'equazione di un cerchio di raggio A/w Le possibili traiettorie del punto sono quindi
eliche cilindriche di passo costante K e asse parallelo al vettore c.
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Esercizio 67 (Dinamica del punto materiale, Gravitazione)

} 1l periodo di rotazione della Luna attorno alla Terra & 7, = 27.32 giorni e la sua orbita e
approssimativamente circolare di raggio ¢ = 384400 km; per Paccelerazione di gravita alla
superficie terrestre si usi il valore g¢ = 9.81 m/s”. Usando i dati precedenti, si valuti:

a) il raggio rr della Terra;
b) la distanza d; dal centro della Terra e il modulo v, della velocita di un satellite artificiale

in rotazione su un’orbita circolare situata nel piano equatoriale terrestre, con periodo 7, =
1 giorno. (Si trascuri I’attrazione esercitata sul satellite dalla Luna e dagli altri corpi celesti.)

a) Un sistema di riferimento solidale al centro della Terra e con orientazione invariabile
rispetto alle stelle fisse, & con buona approssimazione un sistema inerziale e in tale sistema il
moto della Luna ¢ circolare uniforme con velocita di modulo v;. Si ha quindi

"
Gmymy va% dnmd

4?2 d = T2

dove G e m, indicano, rispettivamente, la costante di gravitazione universale ¢ la massa dell:
Luna. Dalla relazione precedente segue

4n2d3

Gmyr = S =402 x lDl4m3/52.
TL
e poiché g = Gmr /rZ si ottiene
|G
r= 2T — 6405 km.

b) Affinché il satellite (di massa m,) ruoti attorno alla Terra con periodo 7, = 1 giorno
devono essere soddisfatte le relazioni

Gmypmy m SUE
e = ~
d: dy
27[‘9‘5 =15,

dalle quali si ricava

vy 173 -\ 273
GmyT? ( T )L,
T e = | — =4.24 x 10* km,
y ( =) ) T d =4.24 x 10* km

(211:Gm T
Ugsss

1/3
= ) = 3.08km/s,

avendo usato i dati numerici forniti nel problema.
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Esercizio 68 (Dinamica del punto materiale, Gravitazione)

Un razzo di massa m viene lanciato dalla Terra in direzione del Sole con velocita vp. Nota la
distanza d tra la Terra e il Sole, la massa m el raggio rs del Sole, la massa m e il raggio r
della Terra e la costante G di gravitazione universale, si calcoli

a) il valore uj tale che se vy > v} il razzo raggiunge il Sole;

b) la velocita con la quale il razzo giunge sulla superficie solare nel caso vy > vy
(Si trascuri la distanza dal suolo del punto di partenza del razzo rispetto al raggio della Terra.)

a) Quando il razzo si trova a distanza ry dal centro della Terra e distanza r» = 4 — ri dal
centro del Sole, ¢ soggetto alla forza risultante

F=Gm (—mT + ﬂ;) versd, (

3
r 1‘ ry

—

dove d ¢ il vettore distanza Terra-Sole. Tale forza & nulla quando

" =T T /mgmrd

ry = I =
ms—mr

e diretta verso la Terra perr < rf,versoil Sole per r; > ri. Lavelocita minima vy, al disopra
della quale il razzo raggiunge il Sole, & quella che permette al razzo di giungere con velocita
nulla a distanza r{ dal centro della Terra. Corrispondentemente, il lavoro compiuto dalla
forzaFe ¥* = U@r) — U(r{), dove U(r) indica I'energia potenziale del razzo nel campo di
forze gravitazionali a distanza r dal centro della Terra. data da

U(r) =Gm (—m—T e )
r d—r

Si ha quindi:

" R L I 1 !
%" =U(rr) = U({) =Gm [ﬂl'r (E - ;) g (d —r} =l rr):’ '

Dal teorema delle forze vive, se la velocita del razzo & nulla quando r = r{, siricava

. 1 _ [ =2.%*
S —-—mv(’;‘z, vy = I;'
V' m

b) La velocita v con la quale il razzo giunge sulla superficie del Sole si pud ottenere usando
nuovamente il teorema delle forze vive o, equivalentemente, la conservazione dell’energia
meccanica, col risultato

1

1,
§r71L’2 — imv(‘) =U(ry) —U(d —rs),

Ulrr) -U(d—r 5 s ny msg
vz=ug+2[ =l 's)]zva_zo[ 7S +ﬂ_g__g]_
m ([—I'T i d—r‘q rs
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Esercizio 69 (Dinamica del punto materiale)

Un disco omogeneo ruota con velocita angolare costante ©; intorno a un asse verticale
passante per il suo centro. Il disco presenta lungo un diametro una scanalatura entro la
quale puo scorrere senza attrito una pallina di massa m collegata al centro del disco da una
moila di costante elastica k e lunghezza di riposo /. Si mostri che I'allungamento della molla ¢
finito per particolari valori di vy e, corrispondentemente, si calcoli il periodo delle oscillazioni
effettuate dalla pallina se spostata dalla sua posizione di equilibrio.

Si consideri un sistema di riferimento solidale al disco con I'asse z coincidente con 'asse di
rotazione, I'asse x lungo la scanalatura e I'origine nel centro del disco. A causa della rotazione
del disco il riferimento non & inerziale, quindi per applicare la relazione F = ma, essendo
a laccelerazione della pallina rispetto al sistema di riferimento considerato. devono venire
incluse in F le forze apparenti, in questo caso la forza centrifuga ¢ la forza di Coriolis

F(‘r, = 2”{0){_; 3,55k S

v indicando la velocita della pallina relativa al riferimento in esame. Quest’ultima forza &
diretta lungo l'asse y. cio¢ € normale all’asse x e quindi non ha effetto sul moto della pallina
(I"attrito lungo la scanalatura ¢ nullo per ipotesi).

Nella posizione di equilibrio, di ascissa x,. la forza di richiamo della molla ¢ opposta alla forza
centrifuga, quindi

- 2 &l
k(x, — 1) = mawjxe, e
K = mawy
L'allungamento della molla risulta finito se ey < k/m. Se la condizione precedente &
soddisfatta, 'equazione di moto della pallina risulta
dz.’f (1 } : =
m———— = —k[x(t) — ] + mwix
die- '

che in termini della variabile X = x, — x si scrive:

2

& e X

Mm—s = —(k —mwj)X .

dr? k ¥

Poiché w% < k/m, I'equazione precedente coincide con quella di un oscillatore armonico di
periodo

2n
T = ——

fon Z
‘\I."lkj-" . (-{}U
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Esercizio 70 (Dinamica del punto materiale)

'Una piattaforma orizzontale ruota in senso antiorario con velocita angolare costante o in-
torno a un asse verticale. Sulla piattaforma, a distanza J dall’asse di rotazione, si trova una
torre di altezza s dalla sommita della quale si lascia cadere, sotto I'azione della forza peso,
un corpo di massa . Si studi il moto del corpo, in un sistema di riferimento solidale al suolo,

nei due casi seguenti: la velocita con cui il corpo viene lasciato cadere dalla sommita della
torre e

a) nulla rispetto al suolo,

b) nulla rispetto a un sistema di riferimento solidale alla piattaforma.
(Si consideri trascurabile la resistenza offerta dall’aria.)

Si consideri un sistema di riferimento cartesiano ortogonale X, Y, Z solidale al suolo, con
I'asse Z coincidente con I'asse di rotazione ¢ orientato verso I'alto e I'asse X passante per la
posizione occupata dalla base della torre all'istante ¢ = 0 di lancio.

La posizione del corpo per ¢ = 0 & individuata da

X)) =d, Y(0) =0, ZO)=nh. (1)
Il corpo si muove verso il basso con accelerazione g, quindi
Z(t)y=h - lglz ;
2
I’istante 7 in cui il corpo raggiunge la piattaforma resta determinato dalla condizione Z(t) = 0

erisulta t = /2h/g. Le componenti secondo gli assi X e Y della velocita del cOorpo restano
costanti nel tempo:

X(1) = X(0), Y(r) =Y (0).

a) E X(0) = 0, Y (0) = 0. Tenendo conto delle condizioni iniziali espresse dalle (1), si ottiene
X(t)=d, Vi) =04

cioe il corpo cade lungo la verticale passante per la posizione di lancio all’istante 1 = 0.

b) E X(0) =0, ¥(0) = wd. Tenendo conto delle condizioni date dalle (1), si ottiene
X(t) =d, Y(t) = wdr,

cioe il corpo descrive una parabola in un piano parallelo al piano ¥ Z ¢ il punto in cui il corpo
raggiunge la piattaforma ha coordinate

| [2h
X(t)=4d, Y(r):wdv'?, (Y.
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Esercizio 71 (Dinamica del punto materiale)

Nelle condizioni fissate nel problema precedente si studi il moto del corpo usando un sistema
di riferimento cartesiano ortogonale x, y, z solidale alla piattaforma.

L'asse z sia orientato verso I'alto e coincida con I'asse di rotazione, 'asse x passi per la
posizione occupata dalla base della torre. La posizione del corpo all’istante 1 = 0 di lancio &
individuata da

0y =i, y(0) =0, z(0)=h. (h)

[Isistema diriferimento considerato & non inerziale, percid assieme alla forza peso mg bisogna
considerare le forze apparenti —ma,, e —mac,. La quantita vettoriale a,, & I’accelerazione di
trascinamento, cioe 'accelerazione rispetto al sistema (inerziale) solidale al suolo del punto
del sistema x, y, z nel quale si trova il corpo: poiché rispetto al suolo il sistema si muove con
moto circolare uniforme, a,, ¢ un’accelerazione centripeta data dalla formula

X

a, = —w°(xi+yj),

i e jindicando i versori degli assi x e y. Il vettore ac, = 2® x v & Paccelerazione di Coriolis,
v essendo la velocita del corpo rispetto al sistema x, y, z. Poiché e & parallelo all’asse z, le
componenti dell’accelerazione di Coriolis risultano

acpx = —2wY, acey = 2wx 8oz =0.
L’equazione del moto del corpo & allora
ma = mg— ma,, — mac, ,
a =g+ (0’x +20V)i + (0’y — 2wx)j
e in termini delle componenti cartesiane si ha

5 dx d
=0y — 20—

dr’ dr?

e .. d’y
e ) B, = ;
de? “a dr?

Il moto lungo la verticale ¢ identico a quello del problema precedente:

z(t) =} ———1 15
& 1 .
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e il tempo di caduta & = \/2h/g. Dalla prima delle equazioni (2) si ricava

dy 1 5 1 d%x d?y 1 dx 4 1 d®x ;
T =X+ ——, — = —zW— + ——
dr 5 2w di? dr? 2wdt 2w dr3

(o]
~—

I'ultima equazione sostituita nella seconda delle (2), fornisce le relazioni

_8dx, 1 % dy 3 d% L L dh ”
S 20dt  203dP37 dt  2wdr? " 203dr*"
Sostituendo nella (3) I'espressione ottenuta per dy/ dt, si ottiene
d*x , d%x oo
Ez+2(02ﬁ +w'x =0, (5)

un’equazione differenziale lineare, omogenea, a coefficienti costanti e del quarto ordine. La
funzione

x(t) =ce’,
con ¢ e y costanti, ¢ una soluzione della (5) se y soddisfa I'equazione
y +20'y? + w* =0,

con le radici

Yy =*iw.

L'equazione (5) & del quarto ordine, percid ammette quattro soluzioni tra loro linearmente
indipendenti. Per y si sono ottenuti solo i due valori +iw e —iw, tuttavia anche le funzioni
tiwt

x(t) = cte-

sono soluzioni della (5), come pud verificarsi per sostituzione.

La soluzione generale della (5) & quindi
x(t) = c1e' £ e 4 oare i 4 ppe—ior
che si puo scrivere anche nella forma
x(1) = Asen(wt + «) + Bt sen(wt + B) ,

dove A, B, « e  sono costanti da determinarsi in base alle condizioni iniziali. Se si sostituisce
nella (4) lespressione sopra ottenuta per x(r) si ricava y(t), e in conclusione:

x(t) Asen(wt + «) + Brsen(wt + B),

) (6)
y() = Acos(wt+ «a)+ Btcos(wt + B). ;
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a) Le condizioni iniziali sono:
"C(O) =l \(O) ={), x(0) =0, \'(O) = —wd .

Dalle (6) seguono allora le relazioni

Asena =d, Awcosa + Bsenff =0,
Acosa =0, Awsena — Bcos B = wd
le cui soluzioni sono
Ar=id:, o = n/2rad, B &0, B = qualsiasi valore.
In conclusione, si ha
x(t) = dcoswt,

y(t) = —d sen wt ,

cioe la proiezione del corpo sul piano xy si muove di moto circolare uniforme, in senso orario,

con velocita angolare di modulo w.

b) In questo caso le condizioni iniziali sono
x(0)=d, y(©0) =0, (D) =10, y(0) =0.

Procedendo come nel caso precedente si ottiene

x(t) = d(coswt + wt sen wt) ,

y(1) = —d(sen wt — wt coswt) .
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Esercizio 72 (Dinamica del punto materiale)

! Un tubicino cilindrico rigido, di sezione trascurabile, ruota in un piano verticale, con velocita
angolare costante o intorno a un asse orizzontale; dentro il tubicino puo scivolare senza
attrito una pallina di massa m. All'istante 1 = 0 il tubicino ¢ in posizione verticale, la pallina
si trova al di sopra dell’asse di rotazione, a distanza d da esso e con velocita nulla rispetto al
tubicino. Si studi il moto della pallina lungo il tubicino, approssimando la pallina a un punto
materiale.

Si consideri un sistema di riferimento x, y, z solidale al tubicino, con I'asse z coincidente
con I'asse di rotazione e I'asse x coincidente con I’asse del tubicino e orientato dall’asse di
rotazione verso la posizione occupata dalla pallina all'istante ¢ = 0. Sia 6 = wr ’angolo for-
mato dall’asse x con la verticale orientata verso I'alto. Il sistema di riferimento considerato
& non inerziale: le forze agenti sopra la pallina sono la forza peso mg, la reazione R svilup-
pata dalla parcte del tubicino, le forze apparenti —ma,, e —mac,, dove a,,, e ac, indicano,

rispettivamente, I'accelerazione di trascinamento e I’accelerazione di Coriolis, Valgono le
relazioni

2. ia
a, = —wxi, Ac, =20 X v,
doye i rappresenta il versore dell’asse x e v & la velocita della pallina rispetto al riferimento

considerato: poiché v = xie @ = wk, si ottiene

/ Acy, = 2(,()«\j 9

/

/ dove j e k rappresentano i versori degli assi y e z.

* Secondo Iasse x la forza peso ha componente —mg cos 0, la reazione R (che ¢ perpendicolare
alla parete del tubicino essendo il vincolo liscio) ha componente nulla, 'accelerazione di
trascinamento a;, ha componente —w’x, 1'accelerazione di Coriolis ha componente nulla.
L'equazione del moto lungo I'asse x & quindi

mi = —mg cost + mw’x ¥ —wlx = —gCcoswrt . (1)
La soluzione generale dell’equazione omogenea associata alla (1) &:
Xo(t) = Ae®” + Be™",
con A e B costanti arbitrarie. La funzione
Xp(t) = Ccoswt,

¢ soluzione (particolare) dell’equazione (1) se C = g/(2w?). La soluzione generale della (1)
¢ percio

x() = x4(t) + x,(1) = Ae” + Be™ + 2g coswi . (2)
Q.

B)
)=

Dalle condizioni iniziali x (0) = d, x(0) = 0, si deduce

quindi
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Esercizio 73 (Dinamica del punto materiale)
Si discuta la soluzione ottenuta nel problema precedente (vedi Pequazione (3) dellasoluzione)
nei casi seguenti:
a) w— 03

b) w “molto grande™. ®

a) Siriscriva 'equazione (3) del problema precedente nella forma

1 2coswr — e? — g™
X (r) — __d(ernt + e —Cr)f) + g !
2 4e”

11 limite per @ — 0 del primo termine a secondo membro della precedente relazione € d,
mentre il limite dell’altro termine si puo calcolare applicando due volte di seguito la regola
dello Hopital e risulta —%grzt in conclusione

- 1
[.x(r)}w.:ﬂ. =d— ;grz :
risultato prevedibile direttamente a priori.

b) Trascorso un tempo ¢ 3> 1/w si ha

()= : {e® ;
..I i 2( 5

la forza peso ha quindi un effetto trascurabile rispetto alla forza centrifuga.
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